PAU MADRID Matematicas II

Calculo Diferencial e Integral

5x si 0<x<10
1) Consideremos la funcion f(x) =
Jax? +500 si  x>10
a) Continuidad en x =10

lim f(x)=Ilim (5x) =50
x—10" x—10

lim f(x):lirPO( ax2+500)=\/100-a+500

x—10"

Como f(x) es continua +/100-a+500=50=>100-a +500=2500=100- a = 2000=

2 2
’ .im{M}"m[ MJ N%

X—>0 X X—>00 X2

2) Areaentre y=x’;y=a

Ja
Calculamos los cortes entre ellas. Se tiene: X2 =a=>x=+/a, luego S, = 2'[ (a—x%)dx=
0

y 3 Va
| 2-{ax—%} :2{a\/_—a—:|==g-ax/5

a
0 3

Areaentre y=x?;y=1

. : | 2
SZ:I(l—xz)dx: X—-—| ==
X 0 3 3

B -4 -2 2 4 b 8 0

Igualando las areas:

4 2 1 1
—.aJa=-—=aJa=-=|a
3 3 2 4

w
|

. . . X .
3) Perimetro =6 m =2y + X+ r =6, donde r es el radio del semicirculo. Como r = E sustituyendo

T
6—x-(l+2j
2y+x+n-§=6:>6=2y+x-(1+gj:> yzf *)
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PAU MADRID Matematicas II

g - , 1 ., X X2 X2
La funcion superficie sera S=x-y+5nr = como r=§ =x-y+5n7=x-y+

8
6—x-(1+nj )
2 T X
+

2 8

Sustituyendo el valor de y anterior (*), S(X)=X-

(funcién a maximizar)

2 2
Desarrollando, S(x)=3x —X? (l+gj + n; ; derivando, S'(x)=3— X(1+gj +%

Igualando a cero, S‘(x):3—x(1+gj+%:0:>3:x(1+gj+“_xzx(2+ﬂ+Ejzx(4+3nj:

4 2 4 4
4+ 3x 12
=3=X =(X=
4 4+ 3m

12 i
6- A1+
4+ 3n 2 61+ m)
= operando =]y =
2 4+3n

Calculando la y =

4) Sabemos que f'(1)=0= f'(3), luego tanto x=1 como x =3 son posibles extremos
Como para X< 3, f'>0 (lafuncién crece) y para x<3, f'<0 (la funcién decrece), es un maximo

De x=1 en principio no podemos asegurar nada.

a a
5) Supongamos que J f(x) dx=0, ¢Se cumple I x- f(x) dx=0? No, en general

—a —a

1 2!t 2
Ejemplo.- Sea f(X)=X,y a=1.SecumpIej xdx= X =1— (o =1—1=0
4 2|, 2 2 2 2

1 1 371!
Sin embargo, I x-xdx:J- x% dx = x :1—(—1j:2¢0
a 4 3], 3 3) 3

6) Tedrico

7) a) Consideremos ¢(x) =k -x?, con a>1, asi la funcién coste sera

t a+l :| X Xa+1

:k-
a+1 0 a+1l

C(x)zjxk.tadt{k.

Sustituyendo, se tiene que: C(1) = k. 1 C(2) = L 24+
a+1 a+1
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PAU MADRID Matematicas II

como C(2)=8J2-C()) = L-2a+1=8\/5-L:>2a*1=8\/§=27/2 a+l=l=la=
a+l a+l 2

k k k
b) C(h)=128-C()=> —— -h®'=—"_.h""2=_2 _.128—=h"2 =128=|h=4
) e @ a+1 a+1l a+1
x(x-=1) x>1 2_ >
8) a) f (x) = x-[x—1/= (x=1) = fy=iX X x2t
X(1-x) x<1 x—x* x<1
2x-1 x>1 )
b) f'(x)= . Estudiando en x=1
1-2x x<1

f'@")=(2x-1),, =1; f'@")=(-2x),_, =-1, conlo que es claro que no es derivable

1 2 371
1
c)S:j (x_xz)dxz X__X_ :1_1:_
0 2 3 0 2 3 |6

1 si x>2

. , s claro que no existe lim f(x) (limites laterales distintos).
-1 si x=2 X2

9) Consideremos f (x) :{

Sin embargo, [f (x):|2 =1 V xeR, con lo que siempre existe Iin; f(x)=1
X—>

0 - 0 - x
10) Si se cumple queJ. f(x) dX:—J. f(X)dX:I f(x)dx+J. f(x)dX:0:>J. f(x)dx=0

0 0
Si F(x) es una primitiva de f (X), por el Teorema Fundamental del Célculo, F(x)— F(—x)=0

Derivando, F'(X)—F'(-x)- (-)=0=f(X)+ f(-X)=0= f (X) = f (—X)

n 0 2n
11) | |x|-senxdx = (—x)-senxdx+j (x)-senxdx (e)
0

-7 -7

, U=x=du=dx
Sea | = | x-senx dx= Procediendo por partes = = — XCOSX+ | cosx dx=

dv=senx=v=-cosx

= | =—xcosx+senx+C
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T[
Sustituyendo en (s): | |X-senxdx=—[-xcosx +senx]’, +[- xcosx +senx]°, =

-7

=—7-COS(—m) — 21 - COS2n = — 2n =|— 7|

12) Sea la ecuacion x* +Aix? —2x =1, consideremos la funcién f (x) =x3 +Ax? —2x—1

a) Sea el intervalo (— oo,l) lim f(x)=- ; ademas Iir‘rll f(X) =A —2. Para que admita solucion
X—>—© X—>.

A—2>0=>A>2

b) Sea el intervalo (1,+oo) lim f(X)=+o0 ; ademas Iirq f (X) =A —2. Para que admita solucién
X—>+00 X—>.

A—2<0=>A<?2

< _ u=x=du=dx < .
13) a) Calculamos | x-e* dx= Procediendo por partes = . |l=xer—1e dx =
dv=e’dx=v=e

=xe* —e* = |F(x)=e*(x-1)+C

b) Si F(x) pasa por el punto (0,1), se tiene F(0)=1=¢e°(0-1)+C=1=-1+C=1=C=2
Luego F(x)=e*(x—1)+ 2. Estudiamos su monotonia:

. < < si X<0= F'(x) <0= decreciente .
F'(x)=xe*. Como e* >0, . ) . Luego (0,1) minimo local
si x>0= F'(x) >0=creciente

14) a) Es Falso.

. , 1 x>0 -1 x>0
Ejemplo.- Sean las funciones f(X)= y g(x)=
-1 x<0 1 x<0
Es claro que son discontinuas en x=1
Sin embargo, (f + g)(x)=0 VX, que es claramente continua.
b) Es Falso.
. . X si x>0 )
Eiemplo - La funcion f(x)=|x| = _ es continuaen x=0
-X s x<0
. . ) 1 si x>0
y sin embargo no es derivable en dicho punto, pues f'(x)= .
-1 si x<O0
. senx(l—senx . senx(l—senx . senx(1— senx . senx 1
162 i A0 semi(Lseny) _ a-sen) _
X_,g COoSs” X Hg 1-sen“x X_% 1+ senx)(L— senx) X_,g l+senx |2

? - , u=Inx=du=dx/x
b) In x dx . Calculamos la primitiva: | Inx dx= Procediendo por partes =
1 dv=dx=v=x
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PAU MADRID

2
Inxdx=[xInx—x]Z=2In2-2—(In1-1)=2In2-1

dx
=xlnx—I—~x=xInx—x+C . AsiJ‘
X 1

16) Sea un circulo de radio r
a) Consideremos el rectangulo de base 2a y altura 2b inscrito

Aplicando Pitagoras:

a®+b’=r’=a’=r?-b> = a=+r>—b? (s)

S(rectangulo) = 2a- 2b = 4ab =sustituyendo = 4by/r? —b?

Derivando e igualando a cero:

S'()=4vr? —b? —4b.—2 -0
b 2

2
r2
Operando: 44/r? =4b. \/7 —b?=b’=r?=2p’=b’=—= sz\/_
r<2
Sustituyendo en (), a=+/r? 1/ -— 1/ =la :T\/_
2
Con lo que tanto a como b valen T con lo que se trata de un cuadrado.
b) Consideremos ahora un circulo de radio inscrito en el cuadrado de lado r\/— B
Setiene OB=r+/2=DO ; AB=r=AD
Llamando R al radio del circulo inscrito, S =nR? A R c
e Eneltriangulo OBD, DB? =BO? + DO® =2r? +2r> =4r> = DB =2r
iy 2 2 2 2 2r? 2 r’
e Eneltriangulo ABC, AB?=AC?+CB*=r?=R*+=—=R?+—=
4 2 o o
2 2 2
R?=r? —%:% Sps =TR? =T % 7 Sgr =Tr
r2
Tc [—
INS 2 1
Calculando el cociente = > =5
crR T-TF 2

17) Supongamos un triangulo isdsceles de lados iguales a y desigual b y altura h

Perimetro P=60=2a+b=60=b=60-2a  Area= S=% (¢)

2 2 2 2
b b . he u:%\Maz—bZ:

Aplicando Pitagoras: a? =h? + i =h?=a’-— 2

Resueltos Analisis - 5
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como (b=60— 2a) = %\/48.2 (60— 2a)? =+/60a—900

22 . /60a—900= (30— a) - /60a—900

Sustituyendo en (s), S(a) = b_2h = 60;

Derivando e igualando a cero, S'(a) =—+/60a—900 + 60(30-3) =0=—(60a—-900) +30(30—a)=0
2+/60a —900

Resolviendo, ; sustituyendo en la expresién de b, , luego el triangulo es equilatero.

2 -
X“+nx si x<-2
18) f(x)=1 , ) a) Verificamos hipétesis del Teorema del Valor Medio en [-4,2]
X*+m si x>-2

e f(x) escontinuaen [-4,2]

lim £ (x)= lim (x? +nx)=4-2n

X——-2"

=4-2n=-8+m=m=12-2n(*)
lim f(x)=lim (x> +nm)=-8+m
x——2" X——2

2Xx+n si x<-2
e f(X) esderivable en (—4,2) f'(x) :{ 3 +z ; < 2
X< sl X>-—

f'(27)=(2x+n),_,=—4+n

:>—4+n:12:>
£'(27)=(3%),., =12

Sustituyendo en (*),

b) Por el Teorema del Valor Medio, existe X, €[ 4,2] tal que f'(x,)= f (i) _( fi)_4) = _126+ 48 _

- 2x+16=6=x=-5¢(-4,2)
caben dos posibilidades )
X =6=>xX=%42

6

. 2x+16 si x<-2
Como ()= 32 si x>-2

Luego los puntos pedidos son | X, = +2

e -1 si x<0
19) Sea la funcion f(x)=< ", )
X“+Xx si x>0

a) Continuidad en x=0
lim f(x)=Ilim (™ -1)=0
x—>—-0" x—>-0

= Luego es continua
lim f(x)=lim(x?+x)=0
x—>-0" x—0

b) Derivabilidad en x=0
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—e* si x<0 FO)=Ce D=1
= No derivable

f‘(x):{z 1si x>0
X+Losoxe £1(0%)=(2x+1),, =1

c) Extremos

f'(07)<0 .
Como = (0,0) es un minimo
f'(0")>0

20) Sabemos que AB=10y CH =6

a) A=DE-FH =x-FH (o)
CH HB 6 5
= > =

Como CHB~DPB= —=—
DP PB DP PB

Ahora bien, DP = FH y PB=HB—HP=5—§

5 — FH _30-3x

Sustituyendo arriba, — =
FH X 5

_ _ 2
Asien (o) A(x):x-(3053x)=30X53X = A(x)=—§x2 + 6X

b) D =R Calculamos el vértice de la

parabola:

A‘(x)=—§x+6=0:>x=5;Asi V(515)

1875 625

Cortes con los ejes, (0,0) y (10,0)
c) El maximo es el vértice de la parabola, es

decir,

21) Sabemos que V =8dm?
V=x’y=x’y=8= y=17 ()
La superficie exterior sera, S =2x? + 4xy , sustituyendo el valor de y:

S(x) = 2x% + 4x - % . N 32 , derivando, S'(X)=4x— 3—5 , igualando a cero,
X X
32 0= 4x® =32=|x =2|, sustituyendo en (0),

4 —— =
X2
Resueltos Analisis - 7
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Luego se trata de un cubo.

22) a) lim (In(x +1) - In(x)) =0 — 0 = lim In (X—”} In{lim (X—”H =In1=[0]

X—00 X X—00 X

0 fim (i +1) - In) = fim x| !‘”;{'“ ) X} '”{1‘%(%1j } -

In[lim [1+1j }:In e:
X—00 X

23)a) f(x)=ax® +bx? +cx+d , derivando f'(x) =3ax? + 2bx+c¢

f)=0 = a+b+c+d=0

. f'0)=2 = c=2
Se tiene
f'@)=0 = 3a+2b+c=0
f'(2)=0 = 12a+4b+c=0
1 3 5

Resolviendo el sistema; |a= 'bz—E;C:Z;d :_E

5!

x3  3x?

b) la funcién sera f (x)= 35 +2X+ —g ; derivando f'(x) =x% —3x+ 2 volviendo a derivar,

f'1)=2-3<0
f'(2)=4-3>0

con lo que maximo ; minimo

f"'(X) =2x — 3 Sustituyendo, <

24) Sean las funciones f(x)=x?, g(x)=x>,ylarecta x=2. Graficamente:
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1 2 3 471 4 372
3
El area sera S:J- (x2—x3)dx+J.(x3—x2)dx: XX XX 2
) 3 4 2

0

25) v
' La funcion tiene al menos cuatro extremos, luego el grado

del polinomio tiene que ser 5 como minimo

26) a) f(x)=2x+sen2x

e No tiene asintotas verticales, pues lim f(x) es siempre finito.
X—>Xg

e No tiene asintotas horizontales, lim f(x) =00
X—0

e Asintotas Oblicuas, .

m:limﬂzlim(3+ﬂ2x)=2
X X

X—>%0 x—o | X

n=lim (2x + sen2x — 2x) = lim sen2x (que no existe)
X—00

X—00

Luego no tiene asintotas

b) f'(x)=2+2c0s2x>0, pues —1<cos2x<1,

f (x) es siempre creciente (no tiene extremos)

27) Sea D(x) =(r, — X)? + (r, - X)? +(r; — x)? con r,r.,rpeR

Derivando e igualando a cero, D(x) =—2(r, —x) —2(r, —X) —2(r; —x)=0=

L+, +r
= -2 —X+F, =X+ —X)=0=F +r, +, - 3x=0=>x="2—2"3
_ . L+0,+T .
Calculando la derivada segunda, D''(x)=6>0, luego Xz% es minimo

28) f(x)=x*—4x® +x? +6x

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Analisis - 9
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e Cortes con los ejes

Con OX.- y=0=x* —4x® + x? +6x=0=x(x+D)(x—2)(x -3) =0=
x=0,x=-1 x=2, x=3=(0,0), (10), (2,0), (3.0)
Con QY.-Si x=0=y=0, luego (0,0) - .‘

e Crecimiento-Decrecimiento

2+4/10

f'(x)=4x> —12x* +2x+6=0=x=0, x = 5

En (—oo, Z_N/E}U(l, Z_JEJ crece;
2 2
En (2 _Q/E ,1] U(Z —Z\/E ,+ooJ decrece

2 0 2
e Area- Szj f(x)dx=—J‘ f(x)dx+j f(x)dx=
1 -1 0

{xt; 4x* X3 GXZ}0 {xs 4x* X3 BXZ}2
== - + - S A AR AR AT [
-1 0

5 4 3 2 5 4 3 2

29)a) f(x)=senx

“Taageste

a
S= senxdx=1:>[—cosx]g=1:—cosa+cosO=£:>
i 2 2 2

a

=440} (x40,

1 1
:>1—cosa=5:>cosa:§:> a=—

w

b) Tangente a f(X)=senx en X =% :

(G e b ()

c)S=-“3ﬂ4{\/E \/E [X—EJ—senx}dx—j‘anLll:‘/E Ex—-Eﬂ—senx}z
2 4 2 4 2

nl4 2 2
=n2\/_ n\/_ ~J2=1V2. n—2+——1
16 16 4

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Analisis - 10
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— 3 i <
30) f(x)= (2 2x) s! x<1
si x>1
a) Continuidad en x=1

lim f(x)=lim (2-x)*=1
X—-1" x—-1
= Luego es continua
lim f(x)=limx?=1
x—1

x——1"

b) Derivabilidad en x=1

J— — 2 1
F1(x)= 3(2-x) s! x<1 N
2% si x>1

fr17)=(-32-%)%),4 =-3
= No derivable
Q%) =(2%),4 =2

el

4
c) S, = (8—(2—x)3)dx={x——2x3+6x2} 1
4 4
v 0 0
(? 1 17 17 17 [119
S,=| B-x*)dx=|8x-"-| ==; S=S,+S,="+"=|"F
Ji 3 3 |12
31) f(X)=x?—4x+2
a) Extremos relativos.- f'(x)=2x-4=0=>x=2
Luego |(2,—2)| minimo
b) Rectas tangentes por P(3,-5)
Recta tangente en (a, f(a)), y— f(@)=f"(@)-(x—a)
En nuestro caso:
y—(a? —4a+2)=(2a—4)-(x—a), operando,
y=(a-4)x—a’+2
Como P(3,-5) pertenece a dicha recta,
-5=(2a—-4)-3-a’*+2=a’-6a+5=0
Resolviendo, a=5, a=1, con lo que los puntos
_ y+1=-2(x-1)
de tangencia son P(1,—1)y Q(5,7), luego habra dos rectas tangentes: y—7=6(x—5)

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Analisis - 11
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32) f(X)=x*>-2x+3; g(x)=ax?+b

a)Si f y g sontangentesen x=2= f'(2)=g'(2)

1
Luego 2=4a=|a= >t Ademés f(2)=g(2), luego

3=4a+b=2+b=[b=1|

b) Sustituyendo los valores anteriores:

f(X)=x*-2x+3; g(x):%x2+1 : : : 2
Recta tangente: y— f(2)=f"(2)-(x—2), 6 bien : : : -
y—0(2) =g (2) - (x—2). Utilizando la primera: "

y—-3=2x-2=|2x-y-1=0 _ _ _ .

2 2 2 2
c) S:j {(x—2x+3)—(x—+1ﬂdx=“‘ (X——2x+2de=
2 2 3
0 0
dz

1 dz
33)a) | =I dt ; Hacemos el cambio de variable z=e' = dz=¢' dt=dt=—=—.
z

1+e' e

Sustituyendo en | = ! dt= dz = édz+ idz=(*)
1+e z7(1+2) z 1+z

Para determinar las variables A y B:

1=Al+2)+B
. 1 dz dz
Si z=0=>A=1 = —dt=] — - | ——=Injz|-Injz+1+C
. l+e z 1+z
Si z=-1=B=-1
Deshaciendo el cambio de variable: | =In‘et‘—ln‘et +4+C —/l=t-InEe'+1)+C

b) Sea g(x):j £(t) di=[t—In@E' +1)]} = x—InEe* +1) = (0—In(e® +1)) = x—In(e* +1) +In2

X

1_6

. . - X . X . X 1
|Im@=|lm(x In{.+e )+In2J=9=L‘Hop=I|m _1+e’ =I|m(1— € le—lz =
x>0 X x—0 X 0 x—0 1 x—0 1+ e*

34) Si P(x) es par, P(x)=ax* +bx? +c

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Analisis - 12
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PO=0=a+b+c=0
Sabemos que P(—\/§)=O:>25a+5b+c=0 ; Resolviendo, a=1,b=-6,c=5
P(0)=5=c=5

Luego, [P(X) =x* —6x? +5

a) Puntos de Inflexion.- P'(x) =4x® —12x=P"'(x)=12x* -12=0=>x=+1

Asi, los puntos de inflexién son: [(—1,0), (1,0)

b) Gréfica

Hallamos extremos:

P'(x) =4x° —12x=0=4x(x> —=3) =0 = X =++/3, =0

(0,5) maximo ; (—\/§,—4), (\/§,—4),m|'nimos

—2x 6(x? —1)
35) f(x)= =f'(X)=—" =S f'" (=07
) 1) x> +3 ) (x? +3)? ) (x? +3)°
a) Hallamos sus puntos de inflexion:
2 f—
f(x) =M=O:> x> —1=0= x=+1; luego Puntos de Inflexién (—1,1j : (11j
(x“+3) 4 4

1 1 2
Calculamos rectatangenteen |1, = |; y—fQ)=f'() - Xx-D)=>y-—=——(Xx-1 :m
u genteen (13 ]5 y= 1= 10)- (- =y 5 =~ 2 (x-1) =[-8y =3-0

1
b) S: l:ﬂ_ 21 :|dX: 03
8 X°+3
O 02
Calculamos | = {ﬂ— 21 }dx=
8 X +3 1 3 2 1 1 2 3
2 B 02
L ! }dx—
8 16 | x% +3 o2
I 1
2 2 2
X x 1 1 dx:%—x——ﬁ K dx=%—x———-arctg X lic
8 16 3 NG 8 16 3 x )2 8 16 J3
74‘1 1+ _
| &
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x? +3x+1
_— >-1
X
36) f(x) =
ﬂ si x<-1
Xx-1

a) Dominio-Continuidad D=%-{0}

Continuidad en x=-1

2X X2 +3x+1

lim f(x)=lim == =1; lim f(x)=lim =——="==1; Luego continua en D =% — {0}
x—-1" x—>-1X—-1 x—-1" x—>-1 X
2
. . XS +3x+1 .
b) Asintotas.- Verticales.- Ilng —————— = ;luego x=0, Eje OY
X— X
2

. . . XT+3x+1 .

Horizontales.- Si x>-1: lim ———— =00 ; no tiene
X—0o0 X

Si x<-1: lim 2—X1=2;Iuego y=2

X—>—o X

X—>0 X2 X—00 X X—0 X

2
c) S=J‘ ()(Z%dex=dividiendo
1
2 2 2
S:j xdx+j 3dx+j %dx:
1 1 1
- 2

2 2
Oblicuas.- m=lim X+—3X+1=1; n=|im(x+—3x+1—x)=lim[ 3X+1)=3:>y=x+3

1 X faxtinx| —2+64In2-1 3= .
_2 1 2 »
=g+ln2
37) f(x)= :f‘(x)—i—O:l—xz—Ozx—ﬂ
x% +1 (x? +1)? B

a) En (—o0,~1)U (L +0) decrece; (~11) crece
(—1, lj minimo ; (1, EJ maximo
2 2
a

a a
b) | f(0) dx=1= | -2— olx:l:»[lln(x2 +1)} 1= i@ ey -Lini-1
0 X2+l 2 . 2 2
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%In(a2 +)=1=In@%+)=2=a’+1=e’=a’=e’ -1=|a=+e’ -1

38) f(x)= UYx-2 si x=2
X(x—2) si x<2

a) Continuidad en x=2

lim f()=1lim(/x-2)=0; lim f(x)=1im (x(x—2))=0; Luego continua en %
x—2~ x—2 x—2" x—2

Derivabilidad en x=2

1 si Xx>2 f'(2") -t No existe
33/(x-2)° 33/(2-2)2
f'(x)= = =
2x—2  si x<2 f'(27)=2.-2-2=2

f(x) es derivable en R — {2}

b) Recta tangente en (3,1)

y—f(3)= f'(3)-(x—3):>y—1:%-(x—3):>

39)a) g(x)=f(x+ f(0))=g'(X) = f'(x+ F(0)) (x+ f(0)) = F'(x + 1)@+ F'(0)) = F'(x+1)-4

g'(0)=f'(0+1)-4=4-4=

b) Iim2(f(x))2—f(x+1):2-(o)2—f(1) 2-2_0

~ L'Hop = lim 210 T10) = /(x+1)
x>0 e —1 1-1 0 %0 o
=|im4’f(0)'f'(0)—f‘(1):4-1-3—4=
x—0 1 1
—3sen(3x)
40y a) tim NCOSG) O _ oo o c0s®) | 319G0 0y 8- (17 (3)
“‘J'”(COS(ZX)) 0 % —2sen(2x) | x>02-1g(2x) 0 x>0 4. (L+1g%(2X))
cos(2x)
-2
|4
0) “m«/4+x—\/4—x:Qzlim(\/4+x—\/4—x)-(\/4+x+\/4—x) At X—4+X
x—0 4x 0 x>0 4X(~/4+X+~/4—X) x—0 4X(M+\/4—)

_Lm4x(\/m+m) Ixmg (\/mjL\M X)

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Analisis - 15
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5 8

41)a) f(x)= Xl_x

Clasificacién discontinuidades

x> —x®8
. lim

. X5_ 8
e lim

x> ([1—x3)
— = —— = ——5=—%, X= -1, discontinuidad no evitable
x>-11—X x>1(1-x")L+x°) x>-11+x

x® (@1 -x%)

5

5

ol 1-x° oL (1-x)L+x3) o1+ K’

b) Asintotas

En el apartado anterior, se ve que X=-1 es una asintota vertical

Matematicas II

X . g
— Resolviendo la ecuacion 1- x*=0=>xb=1=x=+1

:%, x =1, discontinuidad evitable

42)a) g(x)=e*—x ; D=R; Cortes ejes: (0,1) ;

g'(x)=e* —=1=0=x=0; (0,1) es un minimo

g'"'(x)=e* >0, luego no tiene puntos de inflexion; es siempre U (concava)

20 -15 -10 -5

1

X

b) Sea f(X) = _
€

1

Dominio = R pues e —x=0

lim

1

. 1 1 1
lim = = =0
x>-0 X _x @™® —(—OO) 0+

1 1

xo>+o X —x " — (400) B (+0) — (+0) -

—i=0(pues e* >Xx),luego y=0
+ 00

) f(x)= = f'(X)=—— =0=1-e"=0=>x=0
e* —x (e* —x)
2X X _ _
Derivando de nuevo, f"(X)=e +(ex(x )‘:)Jr2:>f"(0)=1 4Jr2=—1<0,luego (0,1) méaximo
e’ —X
43)a) F(x)=—2%_ definida en [~ 2r,2n]
2 —COoSX
n/3
— —n/3 —
f‘(x)=2COS—X12=O:>cosx=1:>x= w3 () = ZsenX(1+cc3)5X)
(2—-cosx) 2 5r/3 (2 -cosx)
—5n/3

Evaluando en los puntos:

. f"(gjzif<0 ; f“[—gj=§>0; f"(—%)

§>O; f,,(S_nj:—4\/§

—-=<0

3 9

José Manuel del Toro
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b 57 . .
x=—§, x=? minimos relativos, X =

T 57, . .
5’ X= —? maximos relativos

Como f(—2rn) = f(2r) =0, los extremos relativos anteriores son absolutos.

b) jﬂ dx=In(2 - cosx)+C
2 —-CcosX

/3
Luego, I
0

sen X
2 —C0oSX

dx = In[z - cosE

N
_ \\\
3 N

Matematicas II

~In(2 - cos0)= In(Z—%J—Inl: In(gj L

44) a) f(x)=2x/4 - x| :{
e Continuidad.- En x=4
X—4~

8—4x si

e Derivabilidad.- f'(x)= .
4x -8 si

Luego no es derivable en x=4

b) Representacion gréfica

2X(4—-x) si x<4
) =
2X(x—4) si x=4

X<4
,evaluando en x=4
X>4

8x—2x% si x<4
f()=1., )
2X°—-8x s x=4

lim f(x)=lim(8x-x?)=0; lim f(x)=lim(2x* —8x) =0, luego continua
x—4 x—4* x—>4

f'(47)=(8-4x),_, =8

f'(47)=(4x-8),, =8

c) Area

j (2x(4 — X)) dx+J. (2x(x—4))dx=j (8x —2x?) dx +
0 4 0

4 0

° 5 ax2 231" [2¢ 8x?]’
+ | 2x° —4x)dx=| ————| +|——-——| =26

4

José Manuel del Toro
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45) Sea 2y la longitud del lado desigual , y | la de los lados iguales.
Perimetro=8 =2y +2l=8=y+Il=4=l=4-y

Funcién a maximizar, A=2y—2'h =y-h (*)

Por Pitagoras, si h es la altura, 12=y?+h?=h?=1?—y?=h=,/12-y?, como
I=4-y, h=y1I” -y* =(4-y)* - y* = /168y
Sustituyendo en (*), A(y)=Y-16—8y =416y —8y? , derivando:

Y b

_ 2 _ 2
32y — 24y _ 16y —12y 0=
2,/16y2 —8y° |16y® —8y®

y:
y=4/3

A(y)=

16y —12y? :0:>4y(4—3y):0:><

e 4
Es claro que y =0, (pues en otro caso no existiria triangulo), luego y = E luego |Base=

4 8 o_ 22 vz_gz_ g 8) (4
Paracalcularlaaltura,I:4—y:4—§:§:>I =y“+h“=h°=lI"-y"=h=|=| —-|=| =

64 16 (48 [16.3 4.3
:,/———:‘/—zwf—: h= 2 V2
9 9 9 9 3

46) a) Maximos y minimos : f(x):(2x2—1: f'(x):M:O:M2 -1=0=> X:J_r1
+1 (4x° +1) 2
1 " 1 .
\ Es claro que —5,2 es un maximo, y E'O es un minimo
. _(2x-1)? ) _
-1/2 1/2 Asintotas: lim ————=1, luego y =1 asintota horizontal

x»o  4x% +1

1 2 1 2
b) (2x2 1 dx— 4x 24x +1dx=

o 4x°+1 o Ax“+1
= dividiendo los polinomios =

( 4 1 '
= [1— 2X jdx:[x——ln(x2 +1)} =

. m"“ . d Jo 4x° +1 2 0
=1- 1 In5
2
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PAU MADRID

47) a) Recta tangente en (a, f(a)), y— f(a)=f'(a)(x—a)
2x = f'(a) =—2a, sustituyendo,

Como f(x)=1-x*= f(a)=1-a?; f'(x)
r=y=1+a®-2ax

y—(1—a®)=-2a(x—a), operando,

1442 _
b) Sea A=r nOY :{y_1+a0 2ax —|A(01+a?%)
y:

= 2 _ 1+ a2
Sea B:rmOX:{y 1+a’ —2ax :B( +a ,0
x=0 2a

¢)Si P(al—a?), d(AP)=+/(a-0)2 +(1-a2 —1—a?)? =a/1+4a’

2 2 2
d(B,P):\/[lza —a] +(1—a2)2:1_2a V1+4a? .
a a

2 1-a? 2 1-a’ 2 2 » 1
Como d(A,P)=2d(B,P)=avl+4a” =2- 2a l1+4a° = a= =a"=l-a"=a =§:>
= a=-v2/2 , COMo —ﬁe(o,l), azﬁ
a=+2/2 2 2

x=4

a8)a) £'(x)=(x-4)>(x2 -8x+7)=0=( 2 _8X+7:0:><

b) x=1 méaximo ; Xx=7 minimo

/\ \ / c) f'(X)=2(x—4)(x? —=8x+7)+(x—4)?(2x—8),
) 2 - Esclaro que f'(4)=0.Ademas f'"(x)=6(2x? —16x + 29)

= " (4)=-18%0, luego si es un punto de inflexion.

con | —BX(X+1) x=0 vy B(2x+1)(2x% +2x 1)
49) a) f (X)_—(X2+X+l)3_oz><x=—l ;Asuvez, f"(x)= o +x11)"

f"(0)=-—6<0; f"(-1)=6>0, luego x=0 maximo ; x=—1 minimo

Asintotas: Como x? +Xx+10, no tiene verticales; lim f(x)=0= y=0 es asintota horizontal
X—>00

b)

Resueltos Analisis - 19
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2

2x+1

c) S= % dx ; Calculamos la primitiva:
o X +Xx+1)

2
| = % dx = Cambio t=x"+x+1 == d—zt:—}+C:deshaciendo el cambio =
X“+Xx+1) dt=(2x +1) dx t t

NS
X +x+1

2 2
Asi S = 2x+1 dx:[ -1 } :(__14_1):9
o X2 +x+1)? x2+x+1], U7 7

v=dx=v=Xx

1 1 1 1
If(x)dx: [xf(x)—J‘xf'(x)dx} =1 f(1)—jxf‘(x)dx=—jxf'(x)dx=—%
0 0

0 0

50) Sea | =If(x)dx=Panes={u: ) =du= fl(x)dx}zxf(x)—-..xf'(x)dx

51) P(x)=ax® + bx® + cx+d , derivando P'(x) =3ax® + 2bx+c = P (x) =6ax+2b
e Maximoen x=1=P'()=0=3a+2b+c=0(*
e Punto de Inflexién en (0,1) = P"(0)=0=2b=0=b=0
. PO)=1=d=1

Sustituyendo en (¥), 3a+c=0=c=-a, luego P(x)=ax® —3ax+1

=—=——-——+1=0=>
0 4 3

1 4 2 1 B
Como P(x)dx:E:> ax _ sax + X 5.2 3% wzgjaz_l
4 4 4 2 4 4 5

1 3
Con lo que P(X)=—gx3 +—=x+1

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Analisis - 20
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2t (7)o nopy L i),

2X
2 2 -
im | 222X i 2x =% _lim X -
oo x2ix+0x2—x ) W e x+dxi—x ) © 2| 2 x X2 X
o xE T x?
= lim 2 =[1]
X—00
1+1+ 1—1
Vox VT x
T e
arctg(e*)—— ax 2ax
b) lim | x-arctg(e’) - = | =0.0=lim — 2 29 _ | Hop = jim 1% _ jjm[ X2 |_ 2 _
X—>0 2 X—>00 1/X 0 X—>00 _1/X X—>00! 1+e2x o0

_ X y2pX _ g2 9 1
2x X X X
X—>00 2e o0 X—>0| 2e o0 X—>00 2e X—>00 e

_L'Hop= Iim( _—le=@

X—00 e

53) a) Si f(x)=%:> f'(x)=—i2, recta tangente en (a, f(a)) es y—f(a)="f'(a)-(x—a)
X

. 1 1 2 X
Sustituyendo, y——=——2-(x—a) , operando, |y =~ ——
a a a a
: . 1 1 a’
b) Sea A=rnOX, haciendo y=0 en larecta anterior, ——=-—-(X—-a)=>-—=X—-a=>Xx=a
a a a

Con lo que

, . 1 1 2
Por otra parte, sea B=r nOY , haciendo x=0 en la recta anterior, y - —=——-(-a)=> y=—
a a a

2
Luego B(O,—j

c) Consideremos d(A, B) = [4a® +iz :\/
a

5 (minimizar) ,

4a' +4 4a' +4
a a

3
10 Vaat+a

[ha4 4 4 4
Derivando respecto de a, d'(a) = 2vda +4 _16a -2(4a” +4)  8a -8

-
a’ 2a%+4a* +4 2a%+/4a* +4

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Analisis - 21
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, 8a* -8 4a* -4 4 s
Igualando a cero, d'(a) = ——————==0 =0=4a" =4=a" =1, como a>0,

:>—
2a’v4a* +4 a’v4a* +4

2

54) Sea f(x)=In (X—J recta tangente en (a, f(a)) es r:y—f(a)=f'(a)-(x—a). Sitiene que ser

paralela al eje OX, la pendiente sera cero, luego f'(a)=0

2
f(x)=In X =In(x?) — In(x —1), derivando, f'(x):g— ! =E— ! .
x—1 x? x-1 x x-1
Si f'(a)=0:>g— 1 =O:>z(a_l)_a=0:>2a—2—a=0:>a=2,calculando f(2)=In(4)
a a-1 a(a-1

Luego el punto pedido sera |P (2,In(4))

X 2x

e" —-e

(1+e*)?

eX
55) a) Sea f(X)=————, derivando, f'(x)=
) &) (X) L) (x)

=0=e* -e¥=0=e*(l-e")=0=>

X X

Como e* #0, e* -1=0=e*=1=x=0.Como lim

% _iim—2__—0,yen x=0
X—>—o0 (]_+ex) X—>400 (_’]_+ex)

L 1 1 L : -
la funcién vale Z el punto (0, Zj sera maximo absoluto. (No tiene minimos)

b) f(x)dx=1:> e—zdx=£.8ea I = e—zdx=Cambiot=l+eX:>dt=eXdX:>
0 4 ), @+e) 4 (1+e¥)

= | =J- ﬂz—t‘l +C . Deshaciendo el cambio, = | =—t 1 +C=—

t2 1+e*

ade_zz{_ 1 T_z:_ L O U SR UG S SN
o @+e*)? 4 1+e*], 4 1+e* 2 4 1+e® 4 1+e* 4

=l+e*=4=e"=3=|a=In(Q)

56) Sea la funcion f(x)= 2—X1 . D=R—{-1}, derivando: J;
X+ - -

>0, luego siempre es creciente -

F= (x +1)? ’ -

Monotonia.- En (—o0,—1) U (—1,+x) crece.
Asintotas: Es claro que X=-1 es una asintota vertical,

pues lim f(x)=o0 [
x—>-1
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Matematicas II

Ademas, lim f(x)=2= y=2 es asintota horizontal.
X—>0

- . L, 2X
b) Sea la sucesién a, = —1 , que es creciente por serlo la funcién f(x)=—— (ver apartado a))
n+

&) limn’(a,, —a )= limn2[ 204D _ 20 ) iy o[ 200D =20 ot |
n—o n—o n+2 n+l) noe (N+2)(n+1) ) o= (n+D(n+2)

_||mL

> n? 430 42

57)a)f(x)=( ! D=R-{2}

x—2)2 "
-2
f'(x) ; FU(X) = 6 >0, siempre U
T (x-2)° (x-2)*
Asintotas.- Vertical x=2
\ Eje QY, horizontal |
b) Calculamos la interseccién de la curva con y=1 ’
1

<2 =1=(x-2)?=1=>x=3

e R e L e

5/2

58) | = de = dx = édx+ idx
X° 42X X(X+2) X

X+2

X=-2=1=-2B=B=-1/2

Sustituyendo en la integral, de = 1/2 1/2 :—In|x|——ln|x+2|——ln
X“+2x ]

21 q20 1. 1] 1. |2/4] |1, (3
==In|=|—-=In|=|==In|——|=|="In| =
L2 04 203 2 w3l |2 (2

- Xx=0=>1=2A= A=1/2
Igualando coeficientes, 1= A(X + 2) + BX, dando valores,

X

+C
2

59) f(x)=x-e*

a) Dominio: R, derivando: f'(x)=(2x+1)-e* =0=x= —%

José Manuel del Toro
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lim f(x)=0= y=0 es una asintota horizontal.

X—>—00

En (—o0,—1/2) decrece, en (—1/2,4x) crece, luego [—%,—Ziej minimo

Derivando dos veces, f"'(x)=4(x+1)-e”*=0=x=-1

En (—o0,—-1) N, en (—1+x) U, luego (—1,—%] punto de inflexién
€

-z S — .5 8.5 1 1.5 2

u=x= du=dx e e xe?* 1e¥*
dv=eZdx=v=e?*/2

1 1 2
=ezx(é—1]+c; Asi: | x-e¥dx== ezx(é—l) =e2(1—1j—e‘2(—1—1)= e—+i2
2 4 2 4)], 2 4 2 4 4 4de

-1

b) Jx-ezxdx:Aplicando partes = :{

60) a) Sea f(x)=x*+m,con m>0, rectatangente en (a, f(a)) es r:y— f(a)=f'(a)- (x—a).

En este caso, f'(x)=2x= f'(a)=2a, como f(a)=a’ +m, larectar sera:

r:y—(a?+m)=2a-(x—a). Sitiene que pasar por (0,0), —(a* +m)=—2a’ =a’=m= a=+m

1 1
b) Larecta y=X estangente a f(x),luego f'(a)=(x)'=1= 2a:1:>a=§,como a’=m= m:Z

2 —
61) f(x)= X 5 142 ; D=R; Corta a los ejes en (—2\/5,0), (2\/5,0) y (0,-3)
X<+
, 32x -

f'(x) =—( > 4)2 =0= x=0; Decrece en (—»,0) y crece en (0,4), luego (0,—3) es minimo.
X° +

. . x*-12

lim f (x)=lim =1= y =1 es asintota horizontal

X—>00 x>0 X< 4+ 4
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(1— 216 jdx:
J X +4

- - dX:X_4J‘L2:
1+(Xj

:x—4-2j&)d);=x—8arctg(5)+c
X 2

1+ =

2
23 , , 2V3
Asi, S=-2 X2_12 dx=—2{x—8arctg(zﬂ =-2 2\/§—8arctg& :—2[2\/5—82}=
0 X-+4 2)1, 2 3
_@_4\@
|13
X &5 x<0
|x| 2—X ’
62) f (X) = -1 — D=R-{2}; :
2—X X
— si x>0
2—X
—2 si x<0
(2-x)?
f'(x)= .
2§ x>0 - - :
(2-x)°

Es continuaen D =R —{2} y derivable en D=R - {0,2}

Decrece en (—,0) y crece en (0,2) U (2,+x0),

Asintotas.- Larecta x=2 es vertical; lim —x =l1=y=1; lim X =-1= y=-1, horizontales
x—-0 2 — X X—>+0 2 — X
2 2
63) a) f(x):w ; D=R; Derivando: f'(X)=2X—+12=0:>X=il;
X +1 (x*+1
() - + -
f(z) | Decrece ™, | Crece /" | Decrece ™,

José Manuel del Toro
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Asi (—1,;] minimo; (1%) X =1 maximo

2x% —6x

0
W—O:h@ﬁ

Derivando de nuevo f''(X)=

(=20, —V3) | (=v3.0) | (0.v3) | (V3.0
f"x) — + — +
flz) | Convexa M | Concava U | Convexa M | Concava 1

11J3 53
Los puntos (— \/gT\/_] y (\/g T\/_] son de inflexion

2 2
b) F'(x)= 2 XF3 e = | FX3 gy dividiendo = (3+ = }dx=3x+ ( = jdx:
X +1 X +1 X +1 X +1

=3x+%|n(1+ x%)+C ; Como F(O)=4:>%In(1)+C=4:>C=4,Iuego F(x):3x+%ln(1+ x%)+4

64) a) Monotonia:

(—oc,0) (0. 2)
g'(z) + -
glz) | Crece " | Decrece ™, | Crece

En x=0hay un maximo, yen X=2 un minimo

Concavidad-Convexidad

(—oo, 1) (1,3) (3, 00)
() _ T _ En x=1 yen x=3 hay dos puntos de inflexién.

flr) | Convexa M | Concava U | Convexa M

Asintotas.- Como lim g(x) =3= y =3 es asintota horizontal
X—>+00

Ta Acindota vestical y=1

Mixtmo en ¢

Chatvi

Croen

21

* /{-1{ 0 0 !i{ﬁh: em.Fif:

Puritos de Tuflexdion ae =1y
enx=i

¥

b) G(x):j g(x) dX, si G'(Xy) =0=>g(Xp) =0=>[%, =—1]
0
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X—>+00 X—>+00 e X—>+0

2
. . X .
65) a) lim (eX —Xz):oo—oo= lim ex(l——x): lim e* =[+ ]

2
Yaque lim (X—szzL'Hopz lim (ﬁjzsz'Hopz lim [i)zo
x>+ | @X 0 x>+ | g% 0 x—>+o0 | @X

4)( 5)( ﬂ x+ E X

e & | . |\s) "6
—— | = ||m ﬁ
X—>+00 (3) (GJ

— + —

6 6

X X
by tim | 22 |- _ jim
x—>+0| 3% 16X 00 X—>+®

=%=@

6 6"

3 6"
66) f(x)=x-(In(x))* ; D=(0,+); Derivando: f'(x)=2In(x) + (In(x))? =0:>In(x)~(2+|n(x))=0:>

In(x)=0=x=1 (0, 2) (e 2,1) (1,00)
2+IN(X)=0=x=e2 ') + - T
flz) | Creciente /' | Decreciente ™, | Creciente
Se tiene que |(e%,4e7?)| es un maximo y | (L,0)| es un minimo.
) . 1 2 2 a
Calculando la segunda derivada: f''(x)=2In(x)-—=+—=0= —.(1+ In(x))= O=InX)=-1=x=e
X X X
(0,e7T) (e7T, o) El punto [(e,e )| es de inflexion
f'x) — +
flz) | Convexa M | Concava 1

! 5
6ﬂa)MQ=j @ﬂ+442+@dk{9L+1_+
0 c 5

b) A(c):§+1+3—1C:>A‘(c):%— 1

3 1 2
X :E+i+1: A(C):—SC 15 +5
3c 0 5 3¢ 15¢
— =0=3c?=5=¢? =§:>COH10 ¢>0,lc= 5
3c? 3 3

2
68)a) f(x)= X1 .
e

X ’

D =R; Derivando: f'(x)=

~(x=1)?

Como f'(x) <0 la funcién es siempre decreciente.

=0=x-1=0=>x=1

=O:>x2—4x+3=0:>{

x=1
X=3

HiE

Asintotas.- No tiene verticales.

son de inflexion

2
Derivando de nuevo: f''(X) :L‘;Xﬂg
Los puntos
(—oc. 1) (1.3) (3,00)
@+ = n
flz) | Coénecava U | Convexa M | Concava U

José Manuel del Toro
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818

X—>+00 e

2
Horizontales: lim (X le: =L'Hop= lim (Z—i(j: lim (%)zo,luego y=0
X—>+o | @ X—>+o | @

2 —y2 —
b) x“+1 dx=por partes=4" % 1= du=2xdx = (X2 +1)+ | 2xe dx=— " (x* +1) + |
e dv=edx=>v=—""

L U=2x=du=2dx _x . x X
| = | 2xe™” dx=por partes de nuevo = L L (=—2xe" + | 27dx=-2xe"" -2 +C
dv=e“dx=>v=-¢

2
Luego j (X jjdx: e *(x?+1])-2xe* -2 ¥ +C =—(x*+2x+3)e* +C
e

1r.2
Portanto:j (X jlldx=[—(x2+2x+3)eX]Ez—(1+2+3)e1+3= (B—QJ
e
0

1
u:ln(X):>du=—dX X4 X4 1 X4 X3
69) a) J‘ x® In(x) dx = por partes = );4 :—In(x)—j—-—dx:—ln(x)—J—dx:
dv=x3dx=v="- 4 4 X 4 4
4
_IxfInpg - x*
4 16

_at -t t _t t -t
b)j L dX=Cambio{ x=e e }: L —T ¢ r° dt=
4+ x? dx=(e +e™)dt JA+ (et —e™)? Vate? re 2 _2elet

t -t t -t t —t
e +e e +e e +e
= dt= dt= n tdt: dt =t + C =deshaciendo el cambio =
V2+e? 4@ JE' +e™)? e +e
X+Vx2+4
=1In — +C

(x+1)
70) Sea A= lim (1+2;j =1" (Va) =e", con L= lim (x+1)(2;)
X—>+00 ox® +4x+8 X—>$o0 oxX® +4x+8
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PAU MADRID
_ 1/4 si a=0 et si a=0
L= lim [X—_‘_l]: i « =|A= . ¢
x40  gx? +4X+8 0 si a=0 1 si a=0

X
u=t*=du=2tdt
71) F(x)= | t?-e'dt;Sea | = | t?-e 'dt=Integrando por partes= t: =
0 dv=e dt=v=—e"

9 _t " u=2t=du=2dt
=-t“e™ + | 2te "dt= Integrando de nuevo por partes = S (=
dv=e dt=v=-e

24—t

=—t%et —2te™ +I26tdt:—t2et —2tet —2e ' +C=—e"(t*+2t+2)+C

=2—e*(x* +2x+2)

Asi et +2t+ 2 = (e (x2 + 2x+2))- (- 2)

72) a) Monotonia
x=1
f'(x)=(x-1*(x-5)=0 :>< _s ‘En (—0,1) crece, en (1,5) decrece, en (5,+x) crece‘

b) Maximos y minimos

Segun la monotonia en hay un maximo, y en hay un minimo

Puntos de Inflexion

x=1
fr(x)=4(x-1)2(x—4)=0 :>< 4 Como en X =1 hay un maximo luego no puede ser punto de
X =

inflexion. """ (x)=12(x-1)(x—-3)=0= """ (4) =360, luego en hay un punto de inflexion

c) Sif'(x)=(x-1)3%(x-5)=x*-8x®+18x* -16x+5= f(x):j(x4 —8x% +18x% —16x+5)dx=

5 4 3 2 5
T B I8 10X oy =X ok 4 6x® —8x2 +5x+C . Como f(0)=0,

= f(X)=— +
9 5 4 3 2

5
f(x)=x——2x“+6x3—8x2 +5x

C =0, luego

w si 1+ax>0, x=0

X
73) Sea f(x)=
- Si x=0
2
L . _ . 1
a) Para que la funcién sea continua en x=0, se debe cumplir que Ilng f(x)=f(0)=—=
& _p
lim In(1+ax)—bx=9=|_,H _pim 1rax a—b@+ax) i a—b—abx
x>0 x? 0 x>0 2X x>0 2x(l+ax) x>0 2x(1+ax)

Resueltos Analisis - 29
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e Siazb=Ilim f(x) =a—_b:4_roo (No seria continua)
x—0 0

2 2
. . . a—a—-a‘x . —a“x
. S|a:b:>I|ngf(x)=I|m lim
X—>

2 2
=i
x>0 2x(1+ax) x>0 2x+ 2ax?

O H=fim =& __2
0 x-0 2+ 4ax 2

2
Si la funcién es continua Iir‘rg f(X):—a?:—%:a2 =1.Luego|a=b=-16|a=b=1]
X—

w si x>-1, x#0
X
b)Sea a=b=1= f(x)=
—1 si x=0
2

Estudiamos derivabilidad en x=0:

In@+x)-x 1 2In(L+ X) — 2x + x?

_ — 2t ; ~ ,

f'(0)=|imM=Iim X 2=Iim 2X =Iim2|n(1+x) 2X + X _
x—0 X x—0 X X—0 X X—50 2X3

2 -2 4

—— —2+2X —+2 .
=9=|—'H=“ml+x—=9=L'H=|im @+x) =9=L'H=Iim (1+X) _ 41

0 x—0 Bx2 0 X—0 12x 0 x—0 12 12 3

1
Luego la funcién es derivable en x=0,y|f'(0)= 3

74) Sea f(x):1 X

2

2
x“+1
a) Si la pendiente de la recta tangente es 1 = f'(x) =1. Derivando: f'(x)= a +2)2
—X

2
Si f'(x)=1= ﬁ:l: X +1=1-x)’ = x*+1=1-2x" +x" = x* -3x* =0=>
—X

x?(x?-3)=0=|( *7°
B X =143

b) Ecuacion de la recta tangente en x=0, y— f(0)=f'(0)(x-0) =y -0=1-x=[y =X]

c) Por el TVM de Lagrange: Existe un ¢ e (0,2) tal que: g'(c) = 9(2; _8(0) -2 ; ° =1

2
75) Sea la funcion: f(x)= X2 2 D=R
X“+1
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a) Derivando: f'(x) = ( ;Z)i >=0=>x=0 ‘En (—0,0) crece, en (0,+x) decrece‘
X+
2 —
b) Derivando de nuevo f“(x):u:O: x=i£ —ﬁz y ﬁz puntosde inflexiéon
(x? +1)3 3 34 34
VJ3 J3 3 V3
En|—-cwo~———|esU,en|——,— , en | — ,+oo
[ 3 U 3 3 n 3 U
X2 +2 I
c) Solo tiene una asintota horizontal: lim 5 =1 P
X—>+00 X +1 _ —_—
y =1 es asintota.

1 2 1
d) Area x+2-X 2 gy (x+1— 1 jdx: o
0 X +1 0 X°+1 |
-
? ' Pt
= X—+x—arctgx :1+1—arctglz 3.z a4 |
2 . 2 2 4 P
s
e
JxInx
o x>0
76) Sea la funcion: f(x) = ,
X+k si x<0
a) Para que sea continua en R estudiamos lo que ocurre en x=0
lim f(x):ling (x+k)=k
x—0" X—>
lim £ () = lim ‘/;'X”XZO'(‘C’O)znng X =22 L h = im LS
- 2 R I B 0 22X - 2"
Jx 24X
X
. 1 . 24/x 0
=I|rr(1) 1 =I|ng — X=_1=o
X 2X|n2.\/;_ 9% x=0 2" In2.x-2 -
24/x

Igualando limites laterales:

b) Corte con el eje OY.- Sea x=0=y=k =0, luego |(0,0)

Corte con el eje OX.-Sea y=0= \/;len X _0=x =1, luego [(1L0)
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c¢) Recta tangente a la gréfica de la funcibnen x=1: y—fQ)=f'()-(x-1)

In—)(Jrﬂ—an-\/;-lnx

2Jx X

Derivando y simplificando: f'(x)= = '@ :%

2X

-1
Sustituyendo: y—0 :%- x-D=y :XT

77) a) lim = dividiendo todo por x = lim | ——————| =

25
’5 ,[3+5x-8x°
!3\/3+5x—8x3} 4o —

X—3>+00 14+ 2x + 00 X—>+00 1+2x
X
25 25
43, 5x 8¢ 3.5 )
V3 3 3 v3 g2 3 o oN\25
— lim [ 2X_ X X Cgim | X x| (V=8 (Z2)
X—>+00 1 X—>+00 1 2 2
—+2 —+2
X X
3 3
b) |im(1+4x3)2/X =1" =e", con L:Iim(%-4x3jzlim(8isJ=8;Asi Iimite:
x—0 x—=0\ x x=>0| x

78) Sea la funcion f (x) = In(x® + 4x —5)

a) D= {x € R‘ x* +4x-5> O}. Resolviendo la desigualdad: x? +4x-5>0=(x+5)(x-1)>0=

=x>1ly x<-b, Iuego‘D=(—oo,—5)u(l,+oo)‘

Asintotas Tiene dos verticales y , pues en ambos caso la funcion tiende a — oo

2X+4
b) Derivando f'(X)=————=0=2x+4=0= x=-2, La funcién siempre decrece en
X +4x -5
\\ \ su dominio de definicion
5 -2 1 + 00

79) Sean las funciones y=9—-x?, y=2x+1

a) Se trata de una parabola y una recta.
e Parabola.- Vértice V(0,9) ; Cortes ejes: (—3,0),(3,0) y (0,9)
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e Recta.- Corte ejes: (—1/2,0),(0,1)

e Cortes entre ambas.- Resolvemos el

y=9-x?

sistema: { } , obteniendo:

y=2x+1
A(25) y B(-4,-7)

2

b)A:I (9—x2—2x—1))dx=j (8—x2—2x)dx=

-4 -4

3 2
bov ool o Lo | (2)(-0)-2. 0105
—4

3 3 3 3

3 3

3
¢) vzj n-(0-x2f dx:ZnI (0-x2f dx=2nj
3 0

0

. 3
1296
(B1+ x4—18x2)dx:2n-[81x+xj—6x3} i

0

a

2
80)a) lim(1+arctanx)*’* =1 =e", con L:Iim[i-arctg xj:gzL'Hzlim 1+x° =Iim( a ):a;
x—0 x=0\ X 0 x—0 1 x=>0\ 1+ X2

Asi limite:

X X X

. . . 2

b) ||mM=+_OO=L'H=||m3+2e :+_OO:|_'H=||m 2e ==
x>0 7X+5e* 400 x>0 7450 +oo x>o beX |5

1
81) a)J‘ X dx . Calculamos primero primitiva: j X dx= Cambio t=4—x? = dt=-2xdx
0 4—x? 4—x?
1/2
Sustituyendo: ii: —iz—l —t’llzdt:—lt—+C:—\/f+C:—\/4—X2+C.
Jt —2x 2t 2 21/2
1
1
Asi:j X = dx:[—\/4—x2J =J4-1+J4=2-3
0o V4—-X 0

’ . u=x=du=dx
b) X - cosX dx. Calculamos primitiva por partes: =
0 dv=cosx-dx=Vv=senx

:J'x-cosxdx=x-sen x—J‘sen xdx=Xx-sen x+cosx+C . Con lo que:
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j X - COSX dx=[x-sen x+cosx]6E :(n-senn+005n)—(0-senO+cosO)=—1—1=
0

x-1 y-2 z-
82) Formamos PQ=(1-10) y PA=(a—1-2-1) . Asi el plano pedido sera m:| 1 -1 0 [=0=>
a-1 -2 -1
=S>n:Xx+y+(@-3)z—a=0

0
e Sea B=nmnOY :>{

N X
Il

}:> y=a=B=(0,a,0)

I
o

x=0 a a
e SeaC=n1n0Z=> =>7=——-=C=|00,——
y=0 a-3 a-3
1[0 o9 1 at 1 2a*-9a°
Volumen tetraedro: V(@)===40 a 0 |[==- 2 .Derivando:V'(a):—-u
6 al|l 6 a-3 6 (a-3)°
0 0 —
a-3
3 2 a=0
Igualandoacero:V'(a)=0:>%=0:>2a3—9a2=O:>a2(2a—9)=0:>< _9/2

9
Como a>3, a=§

X—>0 x—0 2

2\ 2 _ _ 2
83) lim X2 3 =1 =e', con L=Ilimax? X 3—1 :Iimaxz( - 6 J:Iim 26ax =—6a
X°+3 X°+3 x—=0 X“+3) x>0 x“+3

2

2 _ ax
Luego lim X =e % Como ademas el limite vale 4, e ** =4=—-6a=In4=|a __In4
X—>00 X2 +3 6
16 _ 9 16 _ 9 B 9
&) o) | (x-15° dx:[(x 15) } _(16-15° (14-15) :1_(_%:
Ju 9 " 9 9 9 9) |9
1 uU=x-9=du=dx
b) | (x-10)*°(x—9) dx. Calculamos primitiva por partes: dv = (x—10)°dx = v = (x-10)° t =
> 20
* 120 _2\20 _0). (y 1020 _am2l
(x—10)"*(x—9) dx:(x—9)-(x 1077 (x-10) dx— (x=9)-(x-10" (x-10)
) 20 20 20 20-21
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PAU MADRID Matematicas II

1 2 2111 2 21
ASI,:J‘(X_lo)lg(x_g)dx:[(x—g)-(x—lo) °  (x-10) } :[(11—9)-(11—10) °  (11-10) j_
. 20 20-21 20 20-21

(0-9-(0-10* (9-10* _(3_ 1 j_( 1 j_i_ 2 1 1 21-1_
20 20-21) (20-21) 10 20-21 10 10-21 10-21

20 20-21
_ 20 |2
10-21 |21

2 J—
85) Sea la funcién: f(x) = 3x° +5x-20
X+5

a) Asintotas.-

e Verticales.- .

_ . 3x®>+5x-20 _
e Horizontales.- lim ————— =+400. No tiene

X0 X+5

X—©

2 _ 2 _ _ _
e Oblicuas.- m= lim w:3 “n=lim w_gx = lim Mj:_lo
x>0 x% 45X x—>20 X+5 X+5

Luego larecta: |y =3x—-10

\
2 B 15
b) Derivando : f'(x) =w , derivando de |
(x+5) ‘. 5
nuevo: f''(x)= , luego:
) (x+5)° .
(—00,—=5) | (=5,20)
MO +
flz) | convexa [ | concava |J

3
86) a) Para calcular j X-v4+5x? dx primero calculamos primitiva: J.x‘\/4+5xz dx
1

Cambio t=4+5x% = dt=10x dx= dx=£
10x
3/2
Sustituyendo: | x-v4+5x? dx= X-\/f-iz i-x/f-dtzi-t—+C=deshaCiendo el cambio
10x 10 10 3/2

=%-(5x2 +4)%2 4+ C
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2 3
Luego X ,4+5X2 dx = (5X2 —|—4)3/2 _ (49)3/2 ~ (9)3/2 :ﬁ_iz 3_16
1 15 L 15 15 15 15 |15

b) Sea f(x)=+12-3x? . Hallamos su dominio: 12—3x* >0=x? <4=D=[-2,2]
—6X —3X

- —0=x=0
2V12-3x%2  J12-3x2

Derivando: f'(X)=

Como se aprecia en el cuadro (0,\/12) es un maximo

(—2.0) (0,2)
Tz T _ relativo. Ahora bien, f(-2)= f(2)=0, luego también es
flz) | creciente /" | decreciente ™, maximo absoluto.
Los minimos absolutos seran (— 2,0) y (2,0)
Ix \F
87) a) lim L:J’_"O: lim i: lim —X___ _ |im ;:
X—>+00 ,X-i-\/; + o0 X—>+00 X+\/; X—>+00 £+ l X—>+00 1+\/T
Jx x| x? X

b) Consideremos f (x)=4x> +3x+m que al ser polindmica es continua y derivable en R

Tomando limites: lim (4x® +3x+m)=—w0 (por ser de grado impar)

X—>—0

lim (4x° +3x+m)=—+c

X—>+00

Aplicando el Teorema de Bolzano existira un ¢ e (—,+) tal que f(c)=0. Luego tendra al menos una

raiz real. Pero f'(x)=20x* +3>0, luego f(X) sera siempre creciente en R, luego la raiz es tnica

(Teorema de Rolle)

4 6 ay2 4
88) Sea f(x)= 24 3+1, D =R -{0}. Derivando: f'(x)= 2 63X G Z 3
X X X
a) Como en x=1tiene un minimo relativo f'(2) =0:>aT_3 = O:>
. 3x* +1 , 3x* -3 .
Sustituyendo a=3, f(X)=———= f'(X)=——F—=0=>x"=1=>x=41
X X

Derivando de nuevo: f''(x)= % = f"(-)=-12<0= maximo relativo
X

4
X" +1 . , . :
. Es claro que es asintota vertical. Veamos si tiene oblicuas:

b)Si a=1= f(x)=—;
X

o fx) o xP+l . _(x*+1 (1 _
et L0 i i (10 -t X5 ] =

X X X
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es asintota oblicua.

¢) Representacion gréfica: Teniendo en cuenta lo anterior:

. 1 .
89)a) lim 2 = 2 2 =—=| ; lim 2 2
x>+o 44 D 44 4 |2

B 2 2 _@
x>0 440 4ye™ 440 +oo

1
b) X > dx  primero calculamos  primitiva: 5
o 1+3x 1+3x

Cambio t=1+3x%* = dt=6xdx= dx=%
X

1dt 1

Sustituyendo: j

> =—.

= X-E-ﬂz . Int+C=deshaciendoeIcambiol-ln(1+3xz)+C
1+3x t 6x 6 t 6 6

1 1
In2
Asi: X dx = l-In(1+3x2) =l(ln4—ln1)= In4_|In2
1+3x2 6 6 6 3

0 0

c) Sea f(x)=1v/x?—-9x+14 Hallamos su dominio: x> —9x+14>0= (x—2)(x—7) >0, luego:
ID=(-02]U[7,+0)

f (X) = x? —9x +14 es derivable en ‘(— 0,2) U (7+00)‘

gl/x si x<0

si x=0

k
90) Sea f(x)=<cosx-1 -0 Estudiemos continuidad en x=0

sen x
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e lim F(0=lim e’ =0 : tim () =lim X =L_ 0y jim 20X
x—0" x—0~ x—0* x=>0 sen X 0 x—=>0 COS X
. f(0)=k.

e Para que sea continua Iing f(x)=f(0)=k :
X—>

91) a) Sea f(x)=-—sen x

T 2n 2
Az—J- (—sen x) - dx +J. (-sen x)-dx=
0

1
Uy

Matematicas II

=0=1im £ (x)=0

Zj sen x - dx=2[-cosx]; = -
0

=2(—cosm+c0os0)=2-2=4]

b) V =2nj (—sen x)? -dx=2n"‘ sen? x-dx=
0 0

:27:_[ [%j-dX:nJ‘ (1—cost)-dx=:{x—&22X)} =
0 0

0

92) Sea f(x)=x>+ax? +bx+c, derivando: f'(x)=3x"+2ax+b= f"(x)=6x+2a
e f'()=0=3+2a+b=0
e f()=2=1+a+b+c=2
e f"(3)=0=18+2a=0

Resolviendo el sistema |a=-9/,|[b=15

)

c=-5|

2X 2x
u=e" =du=2e“"dx
93)a) Sea | = | e** cosx dx. Calculamos primitiva por partes: =
dv=cosx-dx=v=sen x

| =sen x-ezx—IZezx-sen x dx =sen x-e** 1,

dv=sen x-dx= Vv =-cos X

u=2e" = du=4e”*dx
Calculamos por separado |, = J‘2e2X -sen x dx = por partes: { =

I, =—2e* cosx +J-4e2X -cosx dx = —2e?* cosx +4j e?*.cosx dx . Sustituyendo en la expresion de |
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| =sen x-e* — 1, = sen x-e?* + 2e* cosx—4j e?* -cosx dx = sen x-e** +2e** cosx — 4l

Es decir, | =sen x-e** +2e?* cosx—41 =51 =sen x-e?* +2e* cosx = (sen x +2co0sx)-e** =

= =% (sen x+2cosx)-e* +C

Calculamos ahora la integral definida:

T

j e?* cosx dx = E(sen X +2C0SX) - ezx}
0

0

= (%(sen n+2c03n)-e2“j—[%(sen 0+ ZcosO)-eoj =

:_geZH _E: _E(eZn +1)
5 5 5
b) Sea % dx . Realizamos el cambio de variable c0s2x =t = —2sen 2x-dx=dt= dx=— dt
1+cos® 2x 2sen 2x

. sen 2x sen 2x  —dt 1 dt 1
Sustituyendo: | ———— dx = o =——| —5=—carctgt+C=
1+cos” 2x 1+t° 2sen 2x 21 1+t 2

deshaciendo el cambio —%arctg(cost) +C

"2 sen2 1 W2y 1
Asi: j _Xenex dx = [—Earctg(coﬂx)} = (—Earctg(cosTc)j —(—Earctg(COSO)j =
0

1+c0s® 2x 0
1 1 1/ n) 1(n) m @ |&m
=|——arctg(-1) |-| —zarctg(l) [=—=| —— [+ =| = |==+==|—
( 22 )j ( 2 g()j 2( 4j+2(4) 8" 8
3x+In(x+1)

94) a) Sea f(x) =

Vx? -3
D(In(x+1)) = (—1,+oo); D(x?-3)= (—oo,—\/§) U (\/§,+oo) . Dominio total: |D = (\/§,+oo)

1 1
3+—— 3+——
lim 3x+|n(x+1):+_oo:|_,|_| _lim X+1 _ jim x+1:3+0:
X—>+00 / X2 -3 + 00 X—>+00 2X X—>+00 X 1
24x* -3 x? -3

b) Sea g(x)=(Inx)*, tomando logaritmos: In(g(x)) = In((ln X)X)z X In(ln X)

g™ _ In(In x)+ x. X

a(x) Inx

Derivando:

1o L
:ln(ln x)+m:>g (xX)=9g(x) (In(ln X)+ |an
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= (Inx)* -(In(ln x)+ij =g'(e) = (Ine)e(ln(lne)+ i) =In1+1=[1]
Inx Ine

c) Sea h(x) =sen(n—x)

-x=0 X=n
N 0,0), (n,0
n:><x:0 uego |(0,0), (7,0)

T
Puntos de corte con OX.- sen(n—X) =0 :<
T—X=

_ n—X=m/2 X=m/2
Extremos Relativos.- h'(x) =—cos(nt—Xx) =0=cos(nt—x)=0= =
n—X=23n/2 X=-n/2=3n/2

_ . —sen(n—n/2)=-sen(n/2)=-1<0
Derivando de nuevo : h'(x) =—-sen(n—x) =
—sen(n—3n/2)=-sen(-n/2)=1>0

T Lk T -
Luego: x=§esmaX|mo y x=?esm|n|mo

. 33X+ A Six<3
95) Sea la funcion f(x) = 9 .
—4+10x—x° six>3

a) Estudiemos continuidad en x=3
e lim f(x)= Iing Bx+A)=9+A ; lim f(x)= Iing (-4 +10x — x?) =17
x—3~ X—> x—3" X—>
e Imponiendo continuidad lim f(x)= lim f(x)=9+ A=17:>
x—3~ x—3"

R _ , 3 Six<3
Derivabilidad .- Derivando la funcion: f'(x) = .
10—-2x six>3

Evaluando derivadas laterales: f'(3")=(00-2x),, =4 ; '(37)=3, conlo que no es derivable

3 si x<3
by f'(x)= X5 S (0 =0=10-2x=0=x=5, como f(5)=—4+50—25=21
10—-2x six>3

el punto pedido es |P(5,21)

o , . 3x+8 six<3
c) Sustituimos primero el valor de A en la funcion f(x) = .
—4+10x—x° six>3

Comparamos el valor de f (5) con el valor de la funcién en los extremos del intervalo [4,8]
e f(4)=-4+40-16=20< f(5)
e f(8)=—4+80-64=12< f(5)
Luego |(5,21) maximoabsoluto| . Ademas f (8) < f (4), luego |(8,12) minimoabsoluto

96) Sea la funcion f(x) = x?sen X, se pide:
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x=0g(n/2,m)
. _ 2 _ _
a)Sif(x)=0=x"senx=0=( . [X Og(n/2,m)
X=mn¢g(n/2,n)

2
Como la funcién es continua en (n/2,n)y f(n/2)= TCT >0 y f(x) =0 por Bolzano no podemos asegurar

que tiene solucién en el intervalo (1t/2, )

2
u=x°=du=2xdx
b) Calculamos primero la primitiva J‘Xzsen x dx por partes: { }:>

dv=sen x dx = Vv =—cosx

szsen x dx = —x? cosx —J.— 2X cosx dx = —x? coSX + IZX cosx dx = procediendo por partes de nuevo

u=2x=du=2dx ) )
en | 2xcosx dx = | x“sen xdx=-x“cosx+2xsen x— | 2sen xdx =
dv=cosx dx=Vv=sen x

=—x?COSX +2X Sen X +2cosx+C

T
Asi: I xsen x dx = [— X? COSX +2X sen x+2003x]g =(—n2 COST+ 27 Sen n+2003n)—2 =
0

c) La ecuacion de la recta tangente a una curva y = f (x) en el punto (=, f(m)) es de la forma:
y—f(m)=f'(n)(x—m)

Como f(x)=x?sen x= f'(x) =2xsen x+x°cosx = f'(nr)=—n’ y f(n)=0, larecta tangente sera:

. . . 1
y—= —nz(x —m). La recta normal es perpendicular a la recta tangente, luego su pendiente sera —m ,
T

1 ., ) 1
es decir, —-. Con lo que la ecuacién de la recta normal en el punto (x, f(n)) sera|y =— (X —m)
T T

X3

97) Sea la funcion: f(x) = X3
X_
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a) Asintotas

3

e Verticales.- Es claro que —3 es asintota vertical, pues |i||3| ( 3)2 =0
X—> X -
3

. . . X
e Horizontales.- No tiene, puesto que lim — 5 =®
X—>0 (X — 3)

3
e Oblicuas.- m=lim —*) _ jim X—z =1, n=lim (f(x)—mx))=
X—>0 X X—>0 X(X _ 3) X—300

3 3_ Y 2
= IXLnQ ((x f 3 - XJ = le_rﬂ (%J = le_m (?:_;)2 J =6. Asi asintota oblicua

b) La ecuacion de la recta tangente a una curva y = f (x) en el punto (2, f (2)) es de la forma:

y=f(2)=1(2)(x-2)

3 3 gy2
Como f(x)= X f'(x)=ﬂ:> f'(2)=28. Como f(2)=8, larecta tangente sera:
(x-3)° (x=3)°
ly-8=28(x-2)|

98) a) Descomponiendo: X2_3 dx = ZX dx— 23 dx=l 22X dx— 3 dx =
X*+9 x*+9 X*+9 2| x*+9 x?
9 ?-ﬁ-l

:lln(x2 +9)- _39 dx=£|n(x2 +9) - LZ dx = 1In(x2 +9) —arctg(5j+c
2 2 X 2 3

1
X 2
[j +1 1+( ]
3 3
w2y 2 4
b) CalculamosIH—3+X dx=separando=J.i3 dx—"-x—3 dx+j‘x—3 dx:j‘3x‘3 dx—j'1 dx+jx dx =
X X X X X
X2

-2 2
_ —In(x)+X—+C=— 32
-2 2 2X

2 2 4 272
- 21
asic | 3 G128 g X :[_§_.n2+2j_(_§_m1+1]:__mz
) X 2X 2 |, 8 8 2 8

—In(xX)+—+C
(x) >

99) Sea la funcién f(x)=2cos” x

x=0
/2

I+

a) Extremos Absolutos.- f'(X) =—4cosx-sen x=-2sen 2x = f'(x)=0=-2sen 2x=0= <
X =

f(0)=-2<0

, luego X ==mn/2, minimos relativos y X =0 maximo relativo
f'"(#n/2)=2>0

f"(x)=—4c032x:><
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Como f(0)=2y f(igjzo 1(0,2) maximoabsoluto)| y (ig,oj minimosabsolutos

X=ml2
X=-m/2

b) Puntos de Inflexién.- "' (X) =—4c0s2x=0=c0s2x=0= <

f"'(x)=8sen 2x = f"‘(t%)=8¢0:>, luego (i%,oj puntosde inflexion

¢) Calculamos primero la primitiva chos2 x dx. Para ello tendremos en cuenta:

cos’ x +sen?x =1
C0S” X —Sen’x = cos2x

J'ZCOS de_j(1+0052x) dX—J' dx+jc052xdx =X+ sen22x +C

nl2 /2
Por tanto: 2C0s° X = [x+ Sen ZX} = (E+ Sen nj—(0+ﬂj |z
. 2 ], 2 2 2 )2

4 27
100) Sea la funcion f(x)=——

+
X—4 2X+2

} = Sumando ambas expresiones: 2€0s” X =1+ C0S 2X

4 27
a) Asintotas.- Verticales.- Es claro que | X n es asintota vertical, pues lim —— + =00

x—>4 X—=4 2X+2

4 27
También es asintota vertical, pues lim ——+
x>l X—4  2X+2

4 27
e Horizontales.- lim —— + =0, luego
Horizontales.- fim — =7+~ =0, luego[y =(|

e Oblicuas.- No tiene

-4 54 4(2x+2)* —54(x—4)

b) Calculamos la primera derivada f'(x) = =
(x—4)2  (2x+2)? (x—4)2(2x+2)?

2 J—
=— 35 ZSOX * 430 =0=>35x% — 200X + 440=0=>7x° —40x +88=0 , ecuacion sin solucion real.
2(x—4)°(x+1

La funcién es decreciente en su dominio

’En (—o0,—1) decrece, en (—1,4) decrece, en (4,+x0) decrece‘
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Calculamos la segunda derivada

. 8 256 35x* —300x2 +1320x—1720
()= 3 " 2 1 1
(x—4) (2x+2) (x=4)"(x+1)
Igualando a cero: x=2, s
. - ) S *
Luego el punto de inflexion sera (ZEJ .

101) Sea la funcion f(x) = . Su dominio es R

x% +1
a) La ecuacion de la recta tangente a una curva y = f(x)en el punto x=0 es de la forma:
y—f(0)=f'(0)-x

2
! X1:> f'(0)=1. Como f(0)=0, larectatangente sera: y—0=x

Como f(x)= = f'(x)= 5
X

X
x? +1

Es decir: [y=X

2
b) Calculamos primero J- x f(x)dx= j ;( dx =dividiendo = j(l -

jdx: x—arctg(x) +C
X°+1

X°+1

1
Asi: j x- f(x) =[x —arctg(x)]§ =1—arctg(1)—0=1—§= 4-m
0

102) Sea la funcion f (x)=e**.Su dominio es R —{0}.

a) lim =f(x)= lim e¥*=eV™ =e%=1; lim e¥* =e¥** =e® =1, luego | lim e’ * =1
X—>—0 X—>—0 X—>+00 X—00
lim e/* =e¥% =™ =0 lim e¥’* =e¥% =e* =400, luego |noexiste lim e''*
x—0" x—0" x—0

b) Asintotas.- Por lo visto en el apartado anterior es asintota horizontal

Es claro que es asintota vertical por la derecha pues lim e/ = 4o

x—0"

No tiene oblicuas

2

Derivando: f'(x) = el/x. (— ij <0 N
X

para cualquier punto del dominio.

Luego la funcién sera siempre decreciente
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103) a) f'(-2) es la pendiente de la recta tangente a f(x) en x=-2, en dicho punto. Como esta recta tangente

e y=16x+16 (de pendiente 16) , | f'(—2) =16|. Ademas la recta tangente pasa por X =—2, luego
f(-2) =16(-2) +16=-16= f (-2) =-16|.

Por dltimo , sien X=-2 la funcién tiene un punto de inflexién, | f''(-2) =0

b) Sea f(x)=x" + x®. Dicha funcién corta al eje OX en , T
los puntos (-4,0) y (0,0)

Ademas en el intervalo (-4,0) es siempre negativa

‘I\
° 5 0 5 S —
2 i :
A=| (x*+4x)d ={X——x4} _‘—[4——44j_ 256 \ 4
4 5 _4 5 5 \\
X X X
- - - . —_— — i _ _ 1
104) a) “ml 2x—e 2+ sen(3x) _0_ L'H —lim 2-e*+3cos(3x) _ 0 _ lim —© 9sen (3x) _|_
x—0 X 0 x—0 2X 0

x—0 2

b) |imw_ im 5x° —30x° +2x-12 oo . @

3 T3 3
_lim X X x* % _
xom (x2 —1)(2x—-1) x> 2x3-x?-2x+1 o o= 2x3 x? 2x 1
TP S . S
M, 12 12
x x* x*

X2 -X

y a+In@-x) si x<0
105) Sea la funcion f(x) = . .
e si x>0

x—>+o0| @X

2
a) lim f(x)=lim (x%¢™*)=(+20)-0= lim [X j:sz'H — lim [ij
lim f(x)=lim (a+In(L - X)) =[]
. T _ T BT 2.-x)_
b) lim f () =lim(a+In@-x)=a XlLer(x)_lxm(x )=0

Igualando limites laterales,
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-—— si x<0
1-x
c) f'(x)= Evaluando en el x =0 derivadas laterales,

(2x—x%)e™ si x>0

1
f'07)=| ——— =-1, f'(0")= ((2x — xz)e’x) _o, =0. Como son distintas, la funcién no es derivable en el
1 x=0
x=0

punto x=0

106) Sea la funcion f(x) = 1 + X .
Xx+1 x+4

1 X x+4+x(x+1) X2 +2x+4
x+1 x+4 (xX+D)(x+4) (x+D(x+4)

Dominio: m

a) Operando: f(x)=

Asintotas:
2
e Verticales- lim f(x)= lim 2_F2X*4 _ 0 [x=_1
x—>-1 x>-1 (X+1)(Xx+4)
2
lim f(x) = lim X t2X*4 =4
x—>—4 x>-1 (X+1)(x+4)
2
e Horizontales.- lim f(x) = lim Xirex+a =1=|y=1
X—0 X—>00 (X+1)(X+4)

e Oblicuas.- No tiene, pues tiene horizontales

b) Derivando: | f'(x) = %
(x+D(x+4)
Igualando a cero: f'(x) :% =03’ -12=0=>x’=4=x=42
(x+D)°(x+4)
(—0,-4) | (-4-2) | (-2,-1) (-1,2) | (2,4x)
) T \’ \’ )

2
Luego |(—2,—2) |méximoy [2§j minimo

c) jf(x)dx:j(L+Ljdx=j(ijdx+-“(Ljdx=ln(x+1)+"‘ (L)dx
Xx+1 Xx+4 x+1 X+4 X+4
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_H X de:dividiendo:j[1—inx=x—4|n(x+4)
X+4 X+4

Con lo que jf(x) dx=In(x+1)+x—-4In(x+4)+C

1
Asij f(x) =[In(x+1) + x—4In(x + 4)] ; = In(2) +1-4In(5) - (In(1) - 4In(4)) =

0

=In(2) +1-4In(5) + 4In(4) = In(2) + L - 4In(5) +8In(2) =[9In(2) — 4In(5) +1]

bsenx 1 .
+= sl x<0
2X 2
107) Sea la funcion: f(x) = a

si x=0
xe*+3 si x>0

a) Si ha de ser continua en el cero: lim f(x) = lim f(x)= f(0)
x—0~ x—0*

lim £ (x) = lim 55enx+1 _lim 5sen X+ x =9=L'H=Iim 5cosx+1 _3
x—0 x—0 2X 2 0 —2

x—0 2X x—0

lim £ () =lim (xe* +3)-3=[a=3

10xcosx —10sen x
4x?

si x<0

b) Derivando: f(x)= , calculando derivadas laterales en x =0

e*(x+3) si x>0

4x? 8x

_lim (—10-sen ijo
8

x—0

£(07)= Iing (10xcosx—10sen xj :%: L'H = lim [10cosx—10x-sen x—lOcosxj _
X!

x—0

f'(0") = ((ex(x + 3))X:0 = 3. Como son distintas, la funcién no es derivable en X =0

In5 In5
c)J‘ f(x)dx=J. (e*(x+3)) dx

Calculamos primitiva j(ex(x+3)) dx:J‘(xeX +3x) dx:J'xeX dx+j3 dx:J'xeX dx+3x
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u=Xx=du=dx
Integrando por partes | xe* dx = § r=xe—[le‘dx=xe*-e*+C
dv=e’dx=>v=¢e

Asi:

In5
j(ex(x+3)) dx=xe* —e* +3x+C = j (e*(x +3)) dx=[xe* —e* +3x|;"° =5In5-5+3In5-3=[8In5-8
1

108) Sea f(x)=— In(x+1)
X —4 X+1

a) Dominio de 2X , R— {2} ; Dominio de In(x+1)
X

, (1,40
-4 X+1 ( )

Luego dominio de f |D =(-12) U (2,+)]

Asintotas.

e Verticales: lim f(x)= Iim[ 2X +In(x+1)j=—oo+(—oo):—oo,
X—2" x—w02\ X =4 X+1

L In(x+1)

lim f(x)= lim = 400 + (400) = 400 luego X =2
x—w02" () x»Z*(X2—4 X+1 J ” (OO) * g

lim £(x)= fim [ OO L e wego[x=—1]
X——1" x—>-1"\ X -4 X+1 3

e Horizontales:

lim f(x) = Iim( X +'”(X+1)j:+oo++—°°=|_'H — +oo+ lim (1/(X1+1)}:+oo+0=+oo,

X—>+00 x>\ X2 — 4 X+1 + 00 X—>+00

luego

. —4-x* 1-In(x+1) 4 3
b) Derivando: f'(Xx)= + = f'(0)=——+1=—:; f(0)=0
) 9 (x2-4)2  (x+1)? © 16 4 ©

Recta tangente: y— f(0)= f'(0)-(x-0) = y=%x
B X In(x+1) B X In(x+1) .
c)J‘f(x)dx_I(Xz_4+ i1 jdx_j[—xz_4jdx+j( i1 jdx()

. (zx jdx:1 (E—X)dx=lln‘x2—4‘+C
J \x*-4 2 X —4 2

. 2
N (deX=(cambiot=|n(x+1):>dt=£)= t.dt:t_+C=£(|n|X+]f)+C
J x+1 x+1 2 2
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Sustituyendo en (*) : %In‘xz —4‘+%(In|x+]j2)+c

sen X .
si x<0

109) Sea la funcién: f(x) =
xe*+1 si x>0

a) Continuidad de f . En R— {O} es continua por ser operaciones con funciones continuas

En x=0. Estudiamos limites laterales:

e lim f(x):lim[se” Xj:%:L'H:lim(@jzl :

Xx—0" x—0 X x—0 1

e lim £()=lim (xe" +1) =1

x—>0"

Luego la funcién en continua en R

XCOSX—Sen X

X2

x<0

b) Derivabilidad .- Derivando la funcién: f'(x) =
(x+1)e* si. x>0

En principio es derivable en R —{0}

En x =0. Estudiamos derivadas laterales:

f,(o)zlim(xcosx—sen xj:%: L'H :“m(cosx—x-sen x—cosxj:”m[—x-sen xj:”m(—sen XJ:O

x—0 x?2 x—0 2X x—0 2X x—0 2

£1(0") = ((x+1)e*),, =1

Con lo que no es derivable en x=0

3 3 3 3
C)I f(x)dx:J. (xex+1)dx=J- xe* dx+j dx=(*
1 1 1 1

u=X=du=dx }

§ Lr=xe'—|e*dx=xe*-e*+C
dv=e’dx=>v=e

Integrando por partes Ixex dx= {

Luego sustituyendo en (*) : [xeX —e* + x]f =(2e*-e*+3)—(e—e+1) =

110) a) Sea f(x)=1+2x+3x?+4x> = f'(x) =2+6x+12x? >0, luego la funcién siempre es creciente en R

b) lim f(x)= lim (1+2X+3X2+4X3)=—oo, lim f(x):ling(1+2x+3x2+4x3)=+oo

X—>+00

Ccomo f(x)=1+2x+3x%+4x? es continua en R (es un polinomio), por Bolzano existe un punto en el que

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Analisis - 49



Matematicas II

PAU MADRID

se anula (tiene una solucién real 1+ 2X+3x2 +4x3 = 0). Ademas es Unica ya que la derivada no se anula

nunca. (ver apartado a))
El intervalo [-1,0] es el pedido, pues: f(-1)=-2<0y f(0)=1>0

111) a) Calculamos la primitiva J-(l— x) e dx por partes:

—1-x=du=d
j (1—x)e ™ dx = {d\f e,X;i V“ ex} —_(l-x)e ™+ j e dx=(x—-De " +e* +C =
= - = —

=xe ¥ —e*+e*+C=xe*+C

4
i- - x| -4 4
ASI.J. (1—x)exdx=[xex]1=4e —e =g
1

1-x - . . -1
=——=LH=lim —=0]

X + 00 X—>+0 @

b) lim 1-x)e™ = lim
X—>+00

X—>+0 @

XIirp (L—x) e7* = (+90) + (+00) =[+ ]

. a+xIn(x) six>0
112) Sea la funcién f(x) = ’ . :
X“e six<0

a) Continuidad de f . En R— {O} es continua por ser operaciones con funciones continuas

En x=0. Estudiamos limites laterales:

- lim f(x):lm(xzex)zo :

lim

e lim f(x)=lim(a+xIn(x))=a+0-(-x)=a+ (MJ:aJrﬁ:L-H:aHim[ 1/x j:
x—0" x—0 X—0 / X

+00 x>0\ —1/x?

—a+lim(-x)=a+0

x—0

Igualando a+0=0 :>

_ 1+In(x) six>0
b) Haciendo a=0. f'(x)= . Veamos que ocurre en Xx=0
(x+2) xe* six<0

f'(07)= Ixm ((x + 2)xe>‘)X:0 =0; f'(0") = leg(]) (1+ In(X))X:0 =—o0. Luego no derivable en x=0

¢) Calculamos J‘ x%e* dx por partes.
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2

u=x du = 2xdx

x%e* dx= = =x%e* — | 2xe* dx = procediendo de nuevo por partes
dv=e*dx=>v=ge"

_ 26 {u=2x:>du=2dx

) L r=x2e% —| 2xe* — | 2xe* dx |=x"e* —2xe* + | 2¢* dx=
dv=e’dx=>v=e

=x%e* —2xe* +2e* +C

0
5
Luego j F(x) dx=[x%e* — 2xe* + 2¢*]°, = 2-2

-1
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