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Cálculo Diferencial e Integral 

 

1) Consideremos la función 
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      a) Continuidad en x = 10 
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      b) 
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2)   Área entre 
2xy   ; ay   

Calculamos los cortes entre ellas. Se tiene: axax 2
, luego   
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Área entre 
2xy   ; 1y  
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Igualando las áreas:  
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3) Perímetro = 6 m 62  rxy , donde r es el radio del semicírculo. Como 
2

x
r  , sustituyendo 
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La función superficie será  2

2

1
ryxS  como 

2

x
r   

842

1
22 x
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x
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

  

Sustituyendo el valor de  y anterior (*), 
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(función a maximizar) 

Desarrollando, 
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1
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22 xx
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  ; derivando, 
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Igualando a cero, 






 








 














 











 


4

34

42

2

42
130

8

2

2
13)(' xx

x
x

x
xxS  

3 
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Calculando la 
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4) Sabemos que )3('0)1(' ff  , luego tanto 1x  como 3x  son posibles extremos 

Como para 3x , 0'f  ( la función crece) y para 3x , 0'f  (la función decrece), 3x  es un máximo 

De 1x  en principio no podemos asegurar nada. 

 

5) Supongamos que  
a

a

dxxf 0)( , ¿Se cumple  
a

a

dxxfx 0)( ? No, en general 

Ejemplo.- Sea xxf )( , y 1a . Se cumple 0
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6) Teórico 

 

 

7) a) Consideremos 
axkxq )( , con 1a , así la función coste será  
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Sustituyendo, se tiene que:  
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como  )1(28)2( CC 

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    b)  )1(128)( ChC 
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8) a)
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     b) 








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)('

xx

xx
xf   . Estudiando en 1x  

            112)1(' 1  


xxf  ;   121)1(' 1  


xxf , con lo que es claro que no es derivable 

     c) 
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9) Consideremos 








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xsi

xsi
xf  , es claro que no existe )(lim

2
xf

x
 (limites laterales distintos). 

    Sin embargo,   1)(
2
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10) Si se cumple que  


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       Si )(xF  es una primitiva de )(xf , por el Teorema Fundamental del Cálculo, 0)()(  xFxF  

       Derivando, )()(0)()(0)1()(')(' xfxfxfxfxFxF   

 

11) dxsenxx 




dxsenxxdxsenxx  

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     Sea   dxsenxxI  Procediendo por partes = 




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
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      CsenxxxI  cos  



PAU MADRID                                                                                                                                                                              Matemáticas II                                                                                                                            
 

José Manuel del Toro                                                 www.matdeltoro.com                                                    Resueltos Análisis - 4 
 

Sustituyendo en )( :      




00

coscos senxxxsenxxxdxsenxx  

                                       22cos2)cos(   

 

12) Sea la ecuación 1223  xxx , consideremos la función 12)( 23  xxxxf  

     a) Sea el intervalo  1,   


)(lim xf
x

 ; además 2)(lim
1




xf
x

. Para que admita solución    

         202   

     b) Sea el intervalo  ,1   


)(lim xf
x

 ; además 2)(lim
1




xf
x

. Para que admita solución  

         202   

 

13) a) Calculamos  dxex x
 Procediendo por partes =  












dxexe

evdxedv

dxduxu xx

xx
 

            xx exe CxexF x  )1()(  

      b) Si )(xF  pasa por el punto (0,1), se tiene 2111)10(1)0( 0  CCCeF  

          Luego 2)1()(  xexF x
. Estudiamos su monotonía: 

          
xxexF )(' . Como 0xe , 

creciente 0)('0

edecrecient 0)('0





xFxsi

xFxsi
  . Luego (0,1) mínimo local 

 

14) a) Es Falso.  

          Ejemplo.- Sean las funciones  








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)(

x

x
xf    y   










01

01
)(

x

x
xg  

          Es claro que son discontinuas en 1x  

          Sin embargo, 0))((  xgf  x , que es claramente continua.  

     b) Es Falso. 

         Ejemplo.- La función xxf )(  









0

0

xsix

xsix
 es continua en 0x  

         y sin embargo no es derivable en dicho punto, pues 

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15) a) 



















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
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
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1

)1(
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2
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      b) dxxln
2

1 . Calculamos la primitiva:  dxxln  Procediendo por partes = 











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            Cxxxx
x

dx
xx   lnln  .   Así  dxxln

2

1

   )11(ln22ln2ln
2

1xxx 12ln2   

          

 

16) Sea un círculo de radio r 

     a) Consideremos el rectángulo de base 2a y altura 2b inscrito. 

          Aplicando Pitágoras:  

         
22222222 brabrarba   )(  

         S(rectángulo) =  abba 422 sustituyendo 
224 brb   

         Derivando e igualando a cero:  

          0
2

2
44)('

22

22 



br

b
bbrbS  

         Operando: 



2

2
2

2
44

2
222222

22

22 r
bbrbbr

br

b
bbr

2

2r
b   

          Sustituyendo en )( , 
22

22
222 rr

rbra
2

2r
a   

      Con lo que tanto a como b valen 
2

2r
, con lo que se trata de un cuadrado. 

b) Consideremos ahora un círculo de radio inscrito en el cuadrado de lado 2r  

    Se tiene DOrOB  2  ; ADrAB   

     Llamando R al radio del círculo inscrito, 
2RS   

 En el triángulo OBD, rDBrrrDOBODB 2422 222222   

 En el triángulo ABC, 
24

2 2
2

2
22222 r

R
r

RrCBACAB  

22

22
22 rr

rR 
2

2
2 r

RS INS       ;  
2rSCIR  .  

Calculando el cociente: 





2

2

2

r

r

S

S

CIR

INS

2

1
 

 

 

17) Supongamos un triángulo isósceles de lados iguales a y desigual b y altura h 

      Perímetro abbaP 26060260         Area = 
2

hb
S


  )(  

       Aplicando Pitágoras: 
44

2
22

2
22 b

ah
b

ha 


 22
22

4
2

1

4

4
ba

ba
h  

a 

b r 

B 

C 
R 

A 

D O 
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     como  )260( ab 90060)260(4
2

1 22  aaa  

     Sustituyendo en )( , 90060)30(90060
2

260

2
)( 





 aaa

ahb
aS  

 Derivando e igualando a cero, 0)30(30)90060(0
900602

)30(60
90060)(' 




 aa

a

a
aaS  

  Resolviendo, ma 20 ; sustituyendo en la expresión de b, mb 20 , luego el triángulo es equilátero. 

 

 

18) 










2

2
)(

3

2

xsimx

xsinxx
xf     a) Verificamos hipótesis del Teorema del Valor Medio en [-4,2] 

 )(xf  es continua en  2,4  

nmmn

mnmxxf

nnxxxf

xx

xx

212824

8)(lim)(lim

24)(lim)(lim

3

22

2

22
























(*) 

 )(xf  es derivable en )2,4(          









23

22
)('

2 xsix

xsinx
xf  

            


















124

12)3()2('

4)2()2('

2
2

2

n

xf

nnxf

x

x

16n   

      Sustituyendo en (*),  20m  

    b) Por el Teorema del Valor Medio, existe  2,40 x  tal que 6
6

4812

)4(2

)4()2(
)(' 0 









ff
xf  

    Como 









23

2162
)('

2 xsix

xsix
xf  caben dos posibilidades 

 
263

2,456162
2 



xx

xx
 

    Luego los puntos pedidos son 20 x  

 

19) Sea la función 












0

01
)(

2 xsixx

xsie
xf

x

 

     a) Continuidad en 0x  

        
























0)(lim)(lim

0)1(lim)(lim

2

00

00

xxxf

exf

xx

x

xx

 Luego es continua 

   

     b) Derivabilidad en 0x  
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










012

0
)('

xsix

xsie
xf

x

      


















1)12()0('

1)()0('

0

0

x

x
x

xf

ef

 No derivable 

      c) Extremos 

          Como   











0)0('

0)0('

f

f
 (0,0) es un mínimo 

 

 

20)  Sabemos que 10AB  y 6CH  

 

a) FHxFHDEA   (  ) 

     Como 
PBDPPB

HB

DP

CH
DPBCHB

56
  

      Ahora bien, FHDP   y 
2

5
x

HPHBPB   

      Sustituyendo arriba, 
5

330

2
5

56 x
FH

xFH






  

  Así en (  ) 






5

330

5

)330(
)(

2xxx
xxA xxxA 6

5

3
)( 2   

  b) RD  ; Calculamos el vértice de la  

       parábola: 

   506
5

6
)('  xxxA ; Así  )15,5(V  

    Cortes con los ejes, )0,0(  y )0,10(  

  c) El máximo es el vértice de la parábola, es  

     decir,  15)5( A  

 

 

 

21) Sabemos que 8V dm
3
 

    
2

22 8
8

x
yyxyxV   (  ) 

    La superficie exterior será, xyxS 42 2  , sustituyendo el valor de y: 

     
x

x
x

xxxS
32

2
8

42)( 2

2

2   , derivando, 
2

32
4)('

x
xxS  , igualando a cero, 

      3240
32

4 3

2
x

x
x 2x , sustituyendo en (  ), 2y  
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     Luego se trata de un cubo. 

 

 

22) a)   














 








 



1ln

1
limln

1
lnlim)ln()1ln(lim

x

x

x

x
xx

xxx
0  

      b)   




















 






















 








 




x

x

x

xxx x

x

x

x

x

x
xxxx

1
limln

1
lnlim

1
lnlim)ln()1ln(lim  

           
























e

x

x

x
ln

1
1limln 1  

 

23) a) dcxbxaxxf  23)( , derivando cbxaxxf  23)(' 2
 

Se tiene  





















04120)2('

0230)1('

22)0('

00)1(

cbaf

cbaf

cf

dcbaf

 

      Resolviendo el sistema: 
6

5
;2;

2

3
;

3

1
 dcba   

b) la función será 
6

5
2

2

3

3
)(

23

 x
xx

xf  ; derivando 23)(' 2  xxxf  volviendo a derivar,    

    32)(''  xxf  Sustituyendo, 
034)2(''

032)1(''





f

f
 con lo que 1x  máximo ; 2x  mínimo 

 

24)  Sean las funciones 
2)( xxf  , 

3)( xxg  , y la recta 2x . Gráficamente: 
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      El área será 
















 

2

1

34
1

0

432

1

23
1

0

32

3443
)()(

xxxx
dxxxdxxxS

2

3
 

                                                                                

25)  

    La función tiene al menos cuatro extremos, luego el grado       

     del polinomio tiene que ser 5 como mínimo 

                                                                                                      

 

               

 

 

 

 

 

26) a) xsenxxf 22)(   

 No tiene asíntotas verticales, pues )(lim
0

xf
xx

 es siempre finito. 

 No tiene asíntotas horizontales,  


)(lim xf
x

 

 Asíntotas Oblicuas, 

 2
22

lim
)(

lim 









 x

xsen

x

x

x

xf
m

xx
 

  xsenxxsenxn
xx

2lim222lim


  (que no existe) 

Luego no tiene asíntotas 

 

b) 02cos22)('  xxf , pues 12cos1  x ,    

    )(xf  es siempre creciente (no tiene extremos) 

     

 

 

27) Sea 
2

3
2

2
2

1 )()()()( xrxrxrxD   con 321 ,, rrr  

Derivando e igualando a cero,  0)(2)(2)(2)( 321 xrxrxrxD  

 
3

0302 321
321321

rrr
xxrrrxrxrxr


  

        Calculando la derivada segunda, 06)('' xD , luego 
3

321 rrr
x


  es mínimo 

 

28) xxxxxf 64)( 234   
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 Cortes con los ejes 

Con OX.-  0)3)(2)(1(0640 234 xxxxxxxxy  

)0,3(),0,2(),0,1(),0,0(3,2,1,0  xxxx  

Con OY.- Si 00  yx , luego )0,0(  

 Crecimiento-Decrecimiento 

2

102
,0062124)(' 23 

 xxxxxxf  

En 












 












 


2

102
,1

2

102
,   crece;  

En 




























 
,

2

102
1,

2

102
  decrece 

 Área.-  


2

0

0

1

2

1

)()()( dxxfdxxfdxxfS   

0

1

2345

2

6

34

4

5












xxxx











2

0

2345

2

6

34

4

5

xxxx
 

      
















 12

3

8
16

5

32
3

3

1
1

5

1

15

98
 

 

29) a) xsenxf )(  

   2

1
0coscos

2

1
cos

2

1
0

0

axdxsenxS
a

a

      

       
2

1
cos

2

1
cos1 aa

3


a  

b) Tangente a xsenxf )(  en 
4


x   ;   

   






 








 








 


44
'

4
xffy  operando  







 


42

2

2

2
xy  

         c) 



































 
 









senxxdxsenxxS
2

2

42

2

2

2

42

2

2

2
4/3

4/

4/3

4/

 

              





 2
4

2

16

22




















 1

416
2

2
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30) 










1

1)2(
)(

2

3

xsix

xsix
xf  

      a) Continuidad en 1x  

        






















1lim)(lim

1)2(lim)(lim

2

11

3

11

xxf

xxf

xx

xx

 Luego es continua 

   

     b) Derivabilidad en 1x  

          










12

1)2(3
)('

2

xsix

xsix
xf       

           


















2)2()1('

3))2(3()1('

1

1
2

x

x

xf

xf

 No derivable 

     c) 
4

17
62

4
))2(8(

1

0

23
4

3

1

0

1 







 xx

x
dxxS  

         
3

17

3
8)8(

2

1

3
2

2

1

2 









x
xdxxS ;       

3

17

4

17
21 SSS

12

119
 

 

____________________________________________________________________________________ 

 

31) 24)( 2  xxxf  

      a) Extremos relativos.- 2042)('  xxxf  

          Luego )2,2(   mínimo   

      b) Rectas tangentes por P(3,-5) 

           Recta tangente en ))(,( afa , )()´()( axafafy   

           En nuestro caso: 

)()42()24( 2 axaaay  , operando,  

 2)42( 2  axay  

           Como P(3,-5) pertenece a dicha recta,   

            05623)42(5 22  aaaa  

           Resolviendo, ,5a  1a , con lo que los puntos   

          de tangencia son )1,1( P y )7,5(Q , luego habrá dos rectas tangentes: 








)5(67

)1(21

xy

xy
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32)  32)( 2  xxxf  ; baxxg  2)(  

       a) Si f  y g  son tangentes en )2(')2('2 gfx   

           Luego  a42
2

1
a . Además )2()2( gf  , luego 

            bba 243 1b  

        b) Sustituyendo los valores anteriores: 

              32)( 2  xxxf  ; 1
2

1
)( 2  xxg  

           Recta tangente: )2()2´()2(  xffy , ó bien 

            )2()2´()2(  xggy . Utilizando la primera: 

             223 xy 012  yx  

 

       c) 







































  dxx

x
dx

x
xxS 22

2
1

2
)32(

2
2

0

2
2

0
3

4
 

 

33) a) dt
e

I
t 


1

1
 ; Hacemos el cambio de variable 

z

dz

e

dz
dtdtedzez

t

tt  . 

          Sustituyendo en   








 dz
z

B
dz

z

A

zz

dz
dt

e
I

t 1)1(1

1
(*) 

          Para determinar las variables A y B: 

          














11

10

)1(1

BzSi

AzSi

BzA

Czz
z

dz

z

dz
dt

e t





   1lnln
11

1
 

         Deshaciendo el cambio de variable:  CeeI tt 1lnln CetI t  )1ln(  

     b) Sea  dttfxg

x

0

)()(   
xtet 0)1ln(  )1ln( xex  ))1ln(0( 0e 2ln)1ln(  xex  

         

















































 


 2

1
1

1
1lim

1

1
1

lim'
0

02ln)1ln(
lim

)(
lim

0000 x

x

x

x

x

x

x

xx e

ee

e

HopL
x

ex

x

xg

2

1
 

 

34) Si )(xP  es par, cbxaxxP  24)(  
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      Sabemos que 















55)0(

05250)5(

00)1(

cP

cbaP

cbaP

 ; Resolviendo, 5,6,1  cba  

      Luego, 56)( 24  xxxP  

      

      a) Puntos de Inflexión.- 101212)(''124)(' 23  xxxPxxxP  

 Así, los puntos de inflexión son: )0,1(),0,1(  

      b) Gráfica 

          Hallamos extremos:  

         0,30)3(40124)(' 23  xxxxxxxP  

         (0,5) máximo ; ),4,3(  ),4,3(  mínimos 

 

35) 
32

2

222 )3(

)1(6
)(''

)3(

2
)('

3

1
)(














x

x
xf

x

x
xf

x
xf  

      a) Hallamos sus puntos de inflexión:  

      1010
)3(

)1(6
)('' 2

32

2





 xx

x

x
xf ; luego Puntos de Inflexión  










4

1
,1  , 









4

1
,1  

      Calculamos recta tangente en 








4

1
,1 ;  )1(

16

2

4

1
)1()1(')1( xyxffy 038  yx  

     b)  












 dx

x

x
S

3

1

8

3
2

1

0

 

Calculamos 












 dx

x

x
I

3

1

8

3
2

 











  dx

x

xx
I

3

1

168

3
2

2

 

C
x

arctg
xx

dx
x

xx
dx

x

xx































































  33

3

168

3

3
1

3

1

3

3

168

3

1
3

1

3

1

168

3 2

2

2

2

2

 

Así, 






















1

0

2

33

3

168

3 x
arctg

xx
S

18

3

16

5 
  
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36) 





















1
1

2

1
13

)(

2

xsi
x

x

xsi
x

xx

xf  

      a) Dominio-Continuidad        0D  

          Continuidad en 1x  

1
1

2
lim)(lim

11





  x

x
xf

xx
 ; 1

13
lim)(lim

2

11





  x

xx
xf

xx
; Luego continua en  0D  

 

b) Asíntotas.- Verticales.- 


 x

xx

x

13
lim

2

0
 ; luego 0x , Eje OY 

   Horizontales.-  Si :1x 


 x

xx

x

13
lim

2

 ; no tiene 

                            Si :1x 2
1

2
lim 

 x

x

x
; luego 2y  

   Oblicuas.- 1
13

lim
2

2





 x

xx
m

x
 ; 3

13
lim

13
lim

2








 



















 x

x
x

x

xx
n

xx
3 xy  

c)   











 
 dx

x

xx
S

132
2

1

dividiendo  

       dx
x

dxdxxS
1

3

2

1

2

1

2

1

 

     







 3

2

1
2ln62ln3

2

2

1

2

xx
x

 

      2ln
2

9
  

 

 

37) 1010
)1(

1
)('

1
)( 2

22

2

2








 xx

x

x
xf

x

x
xf  

a) En     ,11,   decrece;   1,1 crece 

    









2

1
,1  mínimo ; 









2

1
,1 máximo 

b) 11ln
2

1
)1ln(

2

1
1)1ln(

2

1
1

1
1)( 2

0

2

0

2

0












  axdx

x

x
dxxf

a
aa
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              112)1ln(1)1ln(
2

1 222222 eaeaaa 12  ea  

 

38)  











2)2(

22
)(

3

xsixx

xsix
xf  

        a) Continuidad en 2x  

               02lim)(lim 3

22


 
xxf

xx
 ;   0)2(lim)(lim

22


 
xxxf

xx
; Luego continua en   

      Derivabilidad en 2x  

               





















222

2
)2(3

1

)('

3 2

xsix

xsi
x

xf    
























2222)2('

)22(3

1
)2('

3 2

f

existeNof

 

              )(xf  es derivable en  2  

 

  b) Recta tangente en (3,1) 

                  )3(
3

1
1)3()3(')3( xyxffy 03  yx  

 

39) a)   4)1('))0('1)(1('))0(())0((')(')0()(  xffxffxfxfxgfxfxg   

             444)10(')0(' fg  16)0(' g  

      b) 
   

xxxx e

xfxfxf
HopL

f

e

xfxf )1(')(')(4
lim'

0

0

0

22

11

)1(02

1

)1()(2
lim

0

22

0

















 

          






 1

4314

1

)1(')0(')0(4
lim

0

fff

x
8  

 

40) a) 
 
 



































 ))2(1(4

))3(1(9
lim'

0

0

)2(2

)3(3
lim

)2cos(

)2(2

)3cos(

)3(3

lim'
0

0

)2cos(ln

)3cos(ln
lim

2

2

0000 xtg

xtg
HopL

xtg

xtg

x

xsen

x

xsen

HopL
x

x

xxxx
 

           =  
4

9
 

      b) 
   

   














 xxx

xx

xxx

xxxx

x

xx

xxx 444

44
lim

444

4444
lim

0

0

4

44
lim

000
 

          
   








 xxxxx

x

xx 442

1
lim

444

2
lim

00 8

1
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41) a) 
6

85

1
)(

x

xx
xf




  Resolviendo la ecuación 1101 66  xxx  

       Clasificación discontinuidades 

 












 3

5

133

35

16

85

1 1
lim

)1)(1(

)1(
lim

1
lim

x

x

xx

xx

x

xx

xxx
, 1x , discontinuidad no evitable 

 
2

1

1
lim

)1)(1(

)1(
lim

1
lim

3

5

133

35

16

85

1














 x

x

xx

xx

x

xx

xxx
,  1x , discontinuidad evitable 

    b) Asíntotas 

       En el apartado anterior, se ve que 1x  es una asíntota vertical 

 

42) a) xexg x )(   ;  D = R ; Cortes ejes: (0,1) ;  

          001)('  xexg x
; (0,1) es un mínimo 

          0)(''  xexg , luego no tiene puntos de inflexión; es siempre  (concava) 

b) Sea 
xe

xf
x 


1

)(   

   Dominio = R pues 0 xe x
 

0
0

1

)(

11
lim 







  exe xx








  )()(

1

)(

11
lim

exe xx
 

= 0
1




(pues xe x  ), luego 0y  

  c)  






 0

)(

1
)('

1
)(

2xe

e
xf

xe
xf

x

x

x
001  xe x

 

      Derivando de nuevo, 01
1

241
)0(''

)(

2)4(
)(''

2

2








 f

xe

xee
xf

x

xx

, luego (0,1) máximo 

 

43) a) 
x

senx
xf

cos2
)(


  , definida en   2,2  

          

3/5

3/5

3/

3/

2

1
cos0

)cos2(

1cos2
)('

2













 xx

x

x
xf ; 

3)cos2(

)cos1(2
)(''

x

xxsen
xf




  

   Evaluando en los puntos:  

 0
9

34

3
'' 










 
f   ; 0

3

3

3
'' 







 
f ; 0

3

3

3

5
'' 







 
f ; 0

9

34

3

5
'' 










 
f  

 



PAU MADRID                                                                                                                                                                              Matemáticas II                                                                                                                            
 

José Manuel del Toro                                                 www.matdeltoro.com                                                    Resueltos Análisis - 17 
 

        

     
3


x , 

3

5
x  mínimos relativos, 

3

5
,

3





 xx  máximos relativos 

      Como 0)2()2(  ff , los extremos relativos anteriores son absolutos. 

    b)    Cxdx
x

xsen


 cos2ln
cos2

 

      Luego, 






 





3
cos2ln

cos2

3/

0

dx
x

xsen
      

        0cos2ln 







 1ln

2

1
2ln 









2

3
ln  

 

 

44)  a)



















482

428
)(

4)4(2

4)4(2
42)(

2

2

xsixx

xsixx
xf

xsixx

xsixx
xxxf  

 Continuidad.- En 4x  

             0)8(lim)(lim 2

44


 
xxxf

xx
; 0)82(lim)(lim 2

44


 
xxxf

xx
, luego continua 

 Derivabilidad.- 









484

448
)('

xsix

xsix
xf , evaluando en 4x  

 

  884)4('

848)4('

4

4











x

x

xf

xf

 

Luego no es derivable en 4x  

 

b) Representación gráfica 

 

 

 

 

 

 

 

    c) Area 

  dxxxdxxxdxxx

4

0

2

5

4

4

0

)28())4(2())4(2(  

                  


















 

5

4

23
4

0

325

4

2

2

8

3

2

3

2

2

8
)42(

xxxx
dxxx 26  
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45)  Sea y2  la longitud del lado desigual , y l  la de los lados iguales.  

       Perímetro = 8 yllyly  44822  

Función a maximizar, hy
hy

A 



2

2
 (*) 

Por Pitágoras, si h es la altura, 
22222222 ylhylhhyl  , como 

yl  4 , yyyylh 816)4( 2222   

Sustituyendo en (*),  32 816816)( yyyyyA  , derivando: 

           

   
3/4

0
0)34(4012160

816

1216

8162

2432
)(' 2

32

2

32

2
















y

y
yyyy

yy

yy

yy

yy
yA  

   Es claro que 0y , (pues en otro caso no existiría triángulo), luego 
3

4
y , luego 

3

8
Base  

   Para calcular la altura, 
3

8

3

4
44 yl 



















22

222222

3

4

3

8
hylhhyl  

     



9

316

9

48

9

16

9

64

3

34 
h  

 

46) a) Máximos y mínimos : 
2

1
0140

)14(

)14(4
)('

14

)12(
)( 2

22

2

2

2










 xx

x

x
xf

x

x
xf  

                                                            Es claro que 







 2,

2

1
 es un máximo, y 








0,

2

1
 es un mínimo  

                                                            Asíntotas: 
x

lim 1
14

)12(
2

2






x

x
, luego 1y  asíntota horizontal 

b) 









 dx
x

xx
dx

x

x
1

0

2

21

0

2

2

14

144

14

)12(
 

 = dividiendo los polinomios =   






















1

0

2

1

0

2
)1ln(

2

1

14

4
1 xxdx

x

x
 

  5ln
2

1
1  

                     

 

 

 

   

   

2/1

 
   1/2    
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47) a) Recta tangente en ))(,( afa , ))((')( axafafy    

         Como 
22 1)(1)( aafxxf  ; aafxxf 2)('2)('  , sustituyendo,  

          )(2)1( 2 axaay  , operando, axayr 21 2   

     b) Sea 










0

21 2

y

axay
OYrA     )1,0( 2aA   

          Sea 










0

21 2

x

axay
OXrB     












 
0,

2

1 2

a

a
B  

    c) Si )1,( 2aaP  , 
22222 41)11()0(),( aaaaaPAd   

             
2

2
22

2
2

41
2

1
)1(

2

1
),( a

a

a
aa

a

a
PBd 



















 .  

         Como 






2

1
1

1
41

2

1
241),(2),( 222

2
2

2
2 aaa

a

a
aa

a

a
aaPBdPAd  

         
2/2

2/2






a

a
 , como )1,0(

2

2
 , 

2

2
a  

 

48) a) 

7

1
078

4

0)78()4()(' 2
22










x

x
xx

x

xxxxf  

                                                                    b) 1x  máximo ; 7x  mínimo  

                                                                    c) )82()4()78)(4(2)('' 22  xxxxxxf ,  

                                                                       Es claro que   0)4('' f . Además )29162(6)(''' 2  xxxf  

                                                                               018)4(''  f , luego sí es un punto de inflexión. 

 

49) a) 
1

0
0

)1(

)1(6
)('

32 









x

x

xx

xx
xf  ; A su vez, 

42

2

)1(

)122)(12(6
)(''






xx

xxx
xf  

         06)0('' f  ; 06)1('' f , luego 0x  máximo ; 1x  mínimo  

          Asíntotas: Como 012  xx , no tiene verticales; 00)(lim 


yxf
x

 es asíntota horizontal 

    b)   

 

 

 

 

 

 

  

  

  7  4    1   
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c) dx
xx

x
S  



















2

0

22 )1

12
 ; Calculamos la primitiva:    

       
















  dx

xx

x
I

22 )1

12
Cambio 













 C
tt

dt
I

dxxdt

xxt 1

)12(

1
2

2

deshaciendo el cambio = 

     C
xx





1

1
2

.  

      Así 









































 1

7

1

1

1

)1

12
2

0
2

2

0

22 xx
dx

xx

x
S

7

6
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

50) Sea  











 dxxfxxfx

xvdxv

dxxfduxfu
PartesdxxfI )(')(

)(')(
)(  

      

1

0

)( dxxf  











 )1(1)(')(

1

0

fdxxfxxfx  

1

0

1

0

)(')(' dxxfxdxxfx
2

1
  

 

51) dcxbxaxxP  23)( , derivando baxxPcbxaxxP 26)(''23)(' 2   

 Máximo en 0230)1('1  cbaPx (*) 

 Punto de Inflexión en (0,1) 0020)0(''  bbP  

 11)0(  dP  

     Sustituyendo en (*), acca  03 , luego 13)( 3  axaxxP  

     Como 
5

1

4

5

4

46
01

2

3

44

5

3

3

44

5
)(

1

0

241

0












 a

aaaa
x

axax
dxxP  

     Con lo que 1
5

3

5

1
)( 3  xxxP  
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52) a) 
























 





 






 

 xxxx

xxxxxxxx

xxxx
xx 22

2222

22 limlim  

          



































































22

2

22

22222

22

2

lim
2

lim
)(

lim

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xxxx

x

xxxx

xxxx

xxx
 

          
























xx

x 1
1

1
1

2
lim 1  

b) 





































 


 x

x

x

x

x

x

x

x

x

x e

ex

x

e

e

HopL
x

earctg

earctgx
2

2

2

2

1
lim

/1

1lim'
0

0

/1

2
)(

lim0.
2

)(lim  

     






 








 



















 



















 


 xxxxxxx

xx

x e

x

e

x
HopL

e

xx

e

exex
HopL

1
lim

2

22
lim'

2

2
lim

2

2
lim'

2

2

2

 

     






 


 xx e
HopL

1
lim' 0  

 

53) a) Si 
2

1
)('

1
)(

x
xf

x
xf  , recta tangente en ))(,( afa  es )()(')( axafafy   

          Sustituyendo, )(
11

2
ax

aa
y  , operando, 

2

2

a

x

a
y   

b) Sea OXrA  , haciendo 0y  en la recta anterior, axax
a

a
ax

aa


2

2
)(

11
 

           Con lo que )0,2( aA  

           Por otra parte, sea OYrB  , haciendo 0x  en la recta anterior, 
a

ya
aa

y
2

)(
11

2
  

           Luego 








a
B

2
,0  

     c) Consideremos 
a

a

a

a

a
aBAd

44444
4),(

4

2

4

2

2 



  (minimizar) ,  

         Derivando respecto de a, 














442

88

442

)44(216
44

442

16

)('
42

4

42

44

2

4

4

3

aa

a

aa

aa

a

aa
a

a

ad  



PAU MADRID                                                                                                                                                                              Matemáticas II                                                                                                                            
 

José Manuel del Toro                                                 www.matdeltoro.com                                                    Resueltos Análisis - 22 
 

      Igualando a cero, 1440
44

44
0

442

88
)(' 44

42

4

42

4










 aa

aa

a

aa

a
ad , como 0a , 1a  

 

 

54) Sea 
















1
ln)(

2

x

x
xf , recta tangente en ))(,( afa  es )()(')(: axafafyr  . Si tiene que ser  

       paralela al eje OX, la pendiente será cero, luego 0)(' af  

       )1ln()ln(
1

ln)( 2
2
















 xx

x

x
xf , derivando, 

1

12

1

12
)('

2 





xxxx

x
xf .  

       Si  0)(' af 20220
)1(

)1(2
0

1

12








 aaa

aa

aa

aa
, calculando  4ln)2( f  

       Luego el punto pedido será ))4ln(,2(P  

 

55) a) Sea 
2)1(

)(
x

x

e

e
xf


 , derivando, 




 0)1(00

)1(
)(' 2

3

2
xxxx

x

xx

eeee
e

ee
xf  

          Como 0xe , 0101  xee xx
. Como 0

)1(
lim

)1(
lim

22





  x

x

xx

x

x e

e

e

e
, y en 0x   

          la función vale 
4

1
, el punto 









4

1
,0  será máximo absoluto. (No tiene mínimos) 

      b) 
4

1

)1(4

1
)(

0

2

0




  dx
e

e
dxxf

a

x

xa

. Sea 


  dx
e

e
I

x

x

2)1(
Cambio  dxedtet xx1  

             Ct
t

dt
I  


1

2
. Deshaciendo el cambio, C

e
CtI

x



 

1

11
 

           Si 




















 4

1

1

1

4

1

1

1

4

1

2

1

1

1

4

1

1

1

4

1

)1( 00

2 aaa

a

x

a

x

x

eeee
dx

e

e
 

            341 aa ee )3ln(a  

 

56) Sea la función 
1

2
)(




x

x
xf .  1 RD , derivando:   

       0
)1(

1
)('

2





x
xf ,  luego siempre es creciente 

      Monotonía.- En ),1()1,(   crece.  

      Asíntotas: Es claro que 1x  es una asíntota vertical,   

      pues 


)(lim
1

xf
x
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      Además, 22)(lim 


yxf
x

 es asíntota horizontal. 

 

b) Sea la sucesión 
1

2




n

n
an , que es creciente por serlo la función 

1

2
)(




x

x
xf  (ver apartado a)) 

c) 



































 )2)(1(

2
lim

)1)(2(

2)1(2
lim

1

2

2

)1(2
lim)(lim

2
22

1
2

nn

n

nn

nn
n

n

n

n

n
naan

nnn
nn

n
 

   



 23

2
lim

2

2

nn

n

n
2  

 

57) a)
2)2(

1
)(




x
xf  ,  2 RD  

      
3)2(

2
)('






x
xf   ; 0

)2(

6
)(''

4





x
xf , siempre   

                                         Asíntotas.-  Vertical 2x  

                                          Eje OY, horizontal 

       

b) Calculamos la intersección de la curva con 1y ,           

       31)2(1
)2(

1 2

2



xx

x
 

           






















































 4

2

9

2

5
24

2

5

2/1

1
3

1

1

2

1
1

)2(

1
3

2/5

3

2/5

2
x

x
dx

x
S

2

1
 

 

58) dx
x

B
dx

x

A

xx

dx

xx

dx
I  








2)2(22

 

     Igualando coeficientes, BxxA  )2(1 , dando valores, 












2/1212

2/1210

BBx

AAx
 

     Sustituyendo en la integral, C
x

x
xxdx

x
dx

xxx

dx










  2
ln

2

1
2ln

2

1
ln

2

1

2

2/12/1

22
 

     Así, 











 3/1

4/2
ln

2

1

3

1
ln

2

1

4

2
ln

2

1

2
ln

2

1

2

2

1

2

1

2 x

x

xx

dx










2

3
ln

2

1
 

 

59) 
xexxf 2)(   

      a) Dominio: R, derivando: 
2

1
0)12()(' 2  xexxf x

 

 2    
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         


0)(lim xf
x

0y  es una asíntota horizontal. 

          En )2/1,(   decrece, en ),2/1(   crece, luego 









e2

1
,

2

1
 mínimo 

         Derivando dos veces, 10)1(4)('' 2  xexxf x
 

          En )1,(    , en ),1(    , luego 









2

1
,1

e
 punto de inflexión  

 

 

 

b)   dxex x2
Aplicando partes = 












  C

exe
dx

ee
x

evdxedv

dxduxu xxxx

xx
22

1

2222/

2222

22
 

        C
x

e x 









4

1

2

2
 ;   Así: 



dxex x

1

1

2 

































 


4

1

2

1

4

1

2

1

4

1

2

22

1

1

2 ee
x

e x

2

2

4

3

4 e

e
  

 

 

60) a) Sea mxxf  2)( , con 0m , recta tangente en ))(,( afa  es )()(')(: axafafyr  . 

          En este caso, aafxxf 2)('2)('  , como maaf  2)( , la recta r será: 

          )(2)(: 2 axamayr  . Si tiene que pasar por (0,0),  maama 222 2)( ma   

     b) La recta xy   es tangente a )(xf , luego 
2

1
121)'()('  aaxaf , como ma2

4

1
m  

 

61) 
4

12
)(

2

2






x

x
xf  ; D = R; Corta a los ejes en )0,32(),0,32( y )3,0(   

      00
)4(

32
)('

22



 x

x

x
xf ; Decrece en )0,(  y crece en ),0(  , luego )3,0(   es mínimo. 

      11
4

12
lim)(lim

2

2








y

x

x
xf

xx
 es asíntota horizontal 
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dx
x

x
S  



















32

0

2

2

4

12
2  

 



























  dx

x
dx

x

x
I

4

16
1

4

12
22

2

 




























































  22

2
1

4

2
14

16

x

dx
xdx

x
x        

             C
x

arctgx
x

dx
x 




















  2
8

2
1

)2/1(
24

2
 

     Así, 






 
































































  3

8322
2

32
8322

2
82

4

12
2

32

0

32

0

2

2

arctg
x

arctgxdx
x

x
S  

     34
3

16



 

 

62)


























0
2

0
2

2
)(

xsi
x

x

xsi
x

x

x

x
xf ;  2 RD ;  

     























0
)2(

2

0
)2(

2

)('

2

2

xsi
x

xsi
x

xf  .  

     Es continua en  2 RD  y derivable en  2,0 RD  

     Decrece en )0,(  y crece en ),2()2,0(  , 

     Asíntotas.- La recta 2x  es vertical; 11
2

lim 





y

x

x

x
; 11

2
lim 


y

x

x

x
, horizontales 

 

63) a)
1

33
)(

2

2






x

xx
xf  ; RD  ; Derivando: 10

)1(

1
)('

22

2





 x

x

x
xf ;  
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        Así 









2

5
,1  mínimo; 









2

7
,1 1x  máximo 

       Derivando de nuevo 
3

0
0

)1(

62
)(''

32

3







 x

x

xx
xf  

 

       

 

 

        Los puntos 















4

311
,3  y 















4

35
,3  son de inflexión 

b) )(' xF  








dx

x

xx
xF

x

xx

1

33
)(

1

33
2

2

2

2

dividiendo  




















 dx

x

x
xdx

x

x

1
3

1
3

22
 

     Cxx  )1ln(
2

1
3 2

; Como 44)1ln(
2

1
4)0(  CCF , luego 4)1ln(

2

1
3)( 2  xxxF  

 

64) a) Monotonía: 

 

En 0x hay un máximo, y en 2x  un mínimo 

 

 

      Concavidad-Convexidad 

 

En 1x  y en 3x  hay dos puntos de inflexión. 

 

 

      Asíntotas.- Como 33)(lim 


yxg
x

 es asíntota horizontal 

 

   b) 
x

dxxgxG

0

)()( , si  0)(0)(' 00 xgxG 10 x  
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65) a)   
















x

xx

x

x

x

x
e

e

x
exe lim1limlim

2
2   

          Ya que 0
2

lim'
2

lim'lim
2











































 xxxxxx e
HopL

e

x
HopL

e

x
 

     b) 








































































































 1

0

6

6

6

3

6

5

6

4

lim

6

6

6

3

6

5

6

4

lim
63

54
lim

xx

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xxx

xx

x
0  

 

66) 
2))(ln()( xxxf   ; ),0( D ; Derivando:    0)ln(2)ln(0))(ln()ln(2)(' 2 xxxxxf  

      
20)ln(2

10)ln(





exx

xx
     

 

       Se tiene que )4,( 22  ee  es un máximo y )0,1(  es un mínimo. 

      Calculando la segunda derivada:   11)ln(0)ln(1.
2

0
21

)ln(2)(''  exxx
xxx

xxf  

El punto  ),( 11  ee  es de inflexión 

 

 

 

 

67) a) 
















 1

3

1

535
1

1
)(

1

0

351

0

24

c

c
x

c

xcx
dxx

c
cxcA

c

cc
cA

15

5153
)(

2 
  

      b) 
3

5
530

3

1

5

1
)('

3

1
1

5
)( 22

2
cc

c
cA

c

c
cA como 0c , 

3

5
c  

 

68) a)
xe

x
xf

1
)(

2 
  ; RD  ; Derivando: 1010

)1(
)('

2




 xx
e

x
xf

x
 

      Como 0)(' xf  la función es siempre decreciente. 

      Derivando de nuevo: 












3

1
0340

34
)('' 2

2

x

x
xx

e

xx
xf

x
 

  Los puntos  








e

2
,1  y 








3

10
,3
e

 son de inflexión 

  Asíntotas.- No tiene verticales. 
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     Horizontales: 0
2

lim
2

lim'
1

lim
2




































 

 xxxxxx ee

x
HopL

e

x
, luego 0y  

 

 

 

 

 

 

 

b) 











 

 dx
e

x
x

12

por partes Ixedxxexe
evdxedv

xdxduxu xxx

xx













 

  )1(2)1(
21 22

2

 

     
 dxxeI x2 por partes de nuevo Cexedxexe

evdxedv

dxduxu xxxx

xx













 

  2222
22

 

   Luego CexxCexexedx
e

x xxxx

x













  

 )32(22)1(
1 22

2

 

  Por tanto:   











  

 3)321()32(
1 11

0

2

1

0

2

eexxdx
e

x x

x










e

6
3  

 

69) a)  dxxx )ln(3
por partes 























  dx
x

x
x

dx
x

x
x

x

x
vdxxdv

dx
x

duxu

4
)ln(

4

1

4
)ln(

4

4

1
)ln( 3444

4
3

 

            = C
xxx


164

)ln( 44

          

   b) 
 dx

x 24

1
Cambio 
















dteedx

eex
tt

tt

)(  


















dt
eeee

ee
dt

ee

ee

tttt

tt

tt

tt

24)(4 222
 

   

       













  











Ctdtdt
ee

ee
dt

ee

ee
dt

ee

ee
tt

tt

tt

tt

tt

tt

222 )(2
deshaciendo el cambio = 

      = C
xx














 

2

4
ln

2

 

 

70) Sea
















 1

84

1
1lim

)1(

2

x

x xx
A  (  ) Le , con 












 84

1
)1(lim

2 xx
xL

x
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     


















 00

04/1

84

1
lim

2 si

si

xx

x
L

x 01

04/1






si

sie
A  

 

71) 


x

t dtetxF

0

2)( ; Sea I 
 dtet t2

Integrando por partes 













 tt evdtedv

dttdutu 22

 

         dtetet tt 22
 Integrando de nuevo por partes 














 tt evdtedv

dtdutu 22
 

      CtteCeteetdteteet ttttttt  

 )22(2222 222
 

       Así        2)22()22( 2

0

2 xxette xxt )22(2 2   xxe x
 

 

72) a) Monotonía 

        
5

1
0)5()1()(' 3






x

x
xxxf     En )1,( crece, en )5,1(  decrece, en ),5(   crece 

     b) Máximos y mínimos 

         Según la monotonía en 1x  hay un máximo, y en 5x  hay un mínimo 

         Puntos de Inflexión 

         
4

1
0)4()1(4)('' 2






x

x
xxxf  . Como en 1x  hay un máximo luego no puede ser punto de  

         inflexión.   036)4('''0)3)(1(12)('''  fxxxf , luego en 4x  hay un punto de inflexión  

c) Si   dxxxxxxfxxxxxxxf )516188()(516188)5()1()(' 2342343
 

      Cxxxx
x

Cx
xxxx

xf  5862
5

5
2

16

3

18

4

8

5
)( 234

52345

. Como 0)0( f ,  

      0C , luego xxxx
x

xf 5862
5

)( 234
5

  

73) Sea 




















0
2

1

0,01
)1ln(

)(

2

xsi

xaxsi
x

bxax

xf  

    a) Para que la función sea continua en 0x , se debe cumplir que 
2

1
)0()(lim

0



fxf

x
 

       
)1(2

lim
)1(2

)1(
lim

2

1lim'
0

0)1ln(
lim

00020 axx

abxba

axx

axba

x

b
ax

a

HL
x

bxax

xxxx 















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 Si  ba )(lim
0

xf
x





0

ba
 (No sería continua) 

 Si  ba )(lim
0

xf
x 242

lim'
0

0

22
lim

)1(2
lim

22

02

2

0

2

0

a

ax

a
HL

axx

xa

axx

xaaa

xxx


















  

 

 

Si la función es continua 1
2

1

2
)(lim 2

2

0



a

a
xf

x
. Luego 1 ba  ó 1 ba  

b) Sea  1ba




















0
2

1

0,1
)1ln(

)(

2

xsi

xxsi
x

xx

xf  

   Estudiamos derivabilidad en 0x :  

   )0('f 














 3

2

0

2

2

0

2

00 2

2)1ln(2
lim2

2)1ln(2

lim
2

1)1ln(

lim
)0()(

lim
x

xxx

x

x

xxx

x

x

xx

x

fxf

xxxx
 

   
3

1

12

4

12

)1(

4

lim'
0

0

12

2
)1(

2

lim'
0

0

6

22
1

2

lim'
0

0 3

0

2

020

















x
HL

x

x
HL

x

x
xHL

xxx
 

         Luego la función es derivable en 0x , y 
3

1
)0(' f  

 

74) Sea 
21

)(
x

x
xf


  

a) Si la pendiente de la recta tangente es 1 1)('  xf . Derivando: 
22

2

)1(

1
)('

x

x
xf




  

    Si 1)(' xf 



03211)1(11

)1(

1 24422222

22

2

xxxxxxx
x

x
 

      0)3( 22 xx
3

0





x

x
 

b) Ecuación de la recta tangente en 0x ,  xyxffy 10)0)(0(')0( xy   

c) Por el TVM de Lagrange: Existe un )2,0(c  tal que: 1
2

02

02

)0()2(
)(' 









gg
cg  

 

  75) Sea la función: 
1

2
)(

2

2






x

x
xf     RD   
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      a) Derivando: 00
)1(

2
)('

22





 x

x

x
xf     En )0,( crece, en ),0(   decrece 

      b) Derivando de nuevo 
3

3
0

)1(

26
)(''

32

2





 x

x

x
xf    inflexión  de puntos 

4

7
,

3

3
y    

4

7
,

3

3



























     

           En 















3

3
, es  , en 
















3

3
,

3

3
 , en   ,

3

3













       

       c) Solo tiene una asíntota horizontal: 1
1

2
lim

2

2



















 x

x

x
 

              1y  es asíntota. 

        

   d) Area 



























  dx

x
xdx

x

x
x

1

0

2

1

0

2

2

1

1
1

1

2
2  

    







 11

2

1

2

1

0

2

arctgxarctgx
x

 
42

3 
  

      

 

76) Sea la función: 



















0

0
2

ln

)(

xsikx

xsi
xx

xf

x

 , 

       a) Para que sea continua en R  estudiamos lo que ocurre en 0x  

             )(lim
0

xf
x 

kkx
x




)(lim
0

 

             )(lim
0

xf
x 





































x

x
x

x
HL

x

xxx

xxxxxxx
2

2

1
2ln2

/1
lim'

2

ln
lim

1

)(0

2

ln
lim

000
 

             0
1

0

22ln2

2
lim

2
2

1
2ln2

1
lim

100











 xxxxxx x

x

x
x

 

             Igualando límites laterales: 0k  

 

       b) Corte con el eje OY.- Sea 00  kyx , luego )0,0(  

           Corte con el eje OX.- Sea  0y 10
2

ln
 x

xx
x

, luego )0,1(  
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       c) Recta tangente a la gráfica de la función en 1x : )1()1(')1(  xffy  

           Derivando y simplificando: 
2

1
)1('

2

ln2ln
2

ln

)(' 



 f

xx
x

x

x

x

xf
x

 

           Sustituyendo:  )1(
2

1
0 xy

2

1


x
y  

       

         

77) a) 

























25
3 3

21

853
lim

x

xx

x
 dividiendo todo por x 




























25

3
3

3

21

853

lim

x

x

x

xx

x
 

          






 












 





















































2525
3

25

3
23

25

3
3

3

33

2

2

2

8

2
1

8
53

lim

2
1

853

lim

x

xx

x

x

x

x

x

x

xx
1  

      b)   Lx

x
ex  


141lim

3/23

0
, con 8

8
lim4

2
lim

3

3

0

3

30

























 x

x
x

x
L

xx
; Así límite: 

8e  

       

 

78) Sea la función )54ln()( 2  xxxf  

       a)  0542  xxRxD . Resolviendo la desigualdad:  0)1)(5(0542 xxxx  

             1 x  y  5x , luego ),1()5,( D  

             Asíntotas Tiene dos verticales 5x  y 1x , pues en ambos caso la función tiende a   

        

        b) Derivando 20420
54

42
)('

2





 xx

xx

x
xf , La función siempre decrece en  

                                                                              su dominio de definición  

    

 

       

 

79) Sean las funciones 
29 xy  ,   12  xy   

      a) Se trata de una parábola y una recta. 

 Parábola.- Vértice )9,0(V  ; Cortes ejes: )0,3(),0,3(  y )9,0(  

   

+ 

 

 1 -5   -2   
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 Recta.- Corte ejes: )1,0(),0,2/1(  

 Cortes entre ambas.- Resolvemos el  

     sistema: 













12

9 2

xy

xy
, obteniendo: 

     )5,2(A  y )7,4( B  

   b)      


2

4

2

2

4

2 28)129 dxxxdxxxA  

        






























3

108

3

80

3

28

3

80

3

28

3
828

2

4

2
3

2

4
2 x

x
xxx 36  

    c)        


3

0

24

3

0

22

3

3

22 18812929 dxxxdxxdxxV 









3

0

3
4

6
4

812 x
x

x
3

1296
 

       

 

80) a)    xa

x
x

/

0
arctan1lim 



Le 1 , con a
x

ax

a

HLxarctg
x

a
L

xxx









































 20

2

00 1
lim

1

1lim'
0

0
lim ;     

           Así límite: 
ae               

       b) 
x

x

x ex

ex

57

23
lim











 HL' 





 x

x

x e

e

57

23
lim 




HL' 

 x

x

x e

e

5

2
lim

5

2
 

       

 

81) a)  

1

0
24

dx
x

x
   . Calculamos primero primitiva:   


dx

x

x

24
  Cambio dxxdtxt 24 2   

        Sustituyendo: CxCtC
t

dtt
t

dt

x

dt

t

x


 
 2

2/1
2/1 4

2/12

1

2

1

22
. 

        Así: 




 

 4144
4

1

0

2

1

0
2

xdx
x

x
32   

     b) 




0

cos dxxx . Calculamos primitiva por partes: 












xsenvdxxdv

dxduxu

cos
 

           Cxxsenxdxxsenxsenxdxxx   coscos . Con lo que: 
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            




 11)0cos00()cos(coscos
0

0

sensenxxsenxdxxx 2  

       

 

82)  Formamos  )0,1,1( QP


 y )1,2,1(  aAP


 . Así el plano pedido será 







 0

121

011

121

:

a

zyx

 

         0)3(:  azayx  

 Sea )0,,0(
0

0
aBay

z

x
OYB 












  

 Sea 



























3
,0,0

30

0

a

a
C

a

a
z

y

x
OZC  

Volumen tetraedro: 
6

1
)( aV

36

1

3
00

00

00
3







a

a

a

a
a

a

. Derivando: 
2

23

)3(

92

6

1
)('






a

aa
aV  

 Igualando a cero: 
2/9

0
0)92(0920

)3(

92
0)(' 223

2

23











a

a
aaaa

a

aa
aV  

 Como 3a , 
2

9
a  

       

 

83) 
L

ax

x
e

x

x

















 


1

3

3
lim

2

2

2

, con a
x

ax

x
ax

x

x
axL

xxx
6

3

6
lim

3

6
lim1

3

3
lim

2

2

02

2

02

2
2

0





















































 

        Luego 
a

ax

x
e

x

x 6

2

2
2

3

3
lim 




















. Como además el límite vale 4,  4ln646 ae a

6

4ln
a  

       

 

84)  a)  

16

14

8)15( dxx 





















 


9

1

9

1

9

)1514(

9

)1516(

9

)15( 99
16

14

9x

9

2
   

       b)  

11

9

19 )9()10( dxxx . Calculamos primitiva por partes: 



















20

)10(
)10(

9
20

19 x
vdxxdv

dxduxu

 

            dxxx )9()10( 19 



20

)10(
)9(

20x
x 



 dx
x

20

)10( 20

2120

)10(

20

)10()9( 2120






 xxx
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           Así:  

11

9

19 )9()10( dxxx 





































2120

)1011(

20

)1011()911(

2120

)10(

20

)10()9( 2120
11

0

2120 xxx
 

                 






















































2110

121

2110

1

10

1

2120

2

10

1

2120

1

2120

1

20

2

2120

)109(

20

)109()99( 2120

 

                 



2110

20

21

2
 

       

 

85) Sea la función:  
5

2053
)(

2






x

xx
xf  

      a) Asíntotas.-  

 Verticales.- 5x .  

 Horizontales.- 
x

lim 




5

2053 2

x

xx
. No tiene 

 Oblicuas.- 



x

m lim 3
5

2053
2

2






xx

xx
 ; 




x
n lim 


















x

x

xx
3

5

2053 2

x
lim 10

5

2010














x

x
 

     Luego la recta: 103  xy  

      b) Derivando : 
2

2

)5(

45303
)('






x

xx
xf , derivando de    

          nuevo: 
3)5(

60
)(''




x
xf , luego: 

 

  

 

 

      

 

86) a) Para calcular  

3

1

254 dxxx  primero calculamos  primitiva:    dxxx 254   

           Cambio 
x

dt
dxdxxdtxt

10
1054 2   

           Sustituyendo:   C
t

dtt
x

dt
txdxxx

2/310

1

10

1

10
54

2/3
2

deshaciendo el cambio 

             Cx  2/32 )45(
15

1
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         Luego 

2

1

254 dxxx 






 


15

3

15

7

15

)9(

15

)49(

15

)45( 332/32/3
3

1

2/32x

15

316
 

 

         b) Sea 
2312)( xxf   . Hallamos su dominio:  2,240312 22  Dxx  

             Derivando: 00
312

3

3122

6
)('

22










 x

x

x

x

x
xf  

Como se aprecia en el cuadro  12,0  es un máximo 

relativo. Ahora bien , 0)2()2(  ff , luego también es 

máximo absoluto. 

                                                                                              Los mínimos absolutos serán  0,2  y  0,2  

 

87) a) 




















xx

x

x

x

x

x

x

xx

x

x

xx

x

xxxx
1

1

1
limlimlimlim

2

1  

b) Consideremos mxxxf  34)( 5
 que al ser polinómica es continua y derivable en R 

    Tomando límites: 


)34(lim 5 mxx
x

 (por ser de grado impar) 

:                               


)34(lim 5 mxx
x

  

           Aplicando el Teorema de Bolzano existirá un ),( c  tal que 0)( cf . Luego tendrá al menos una     

           raíz real. Pero 0320)(' 4  xxf , luego )(xf  será siempre creciente en R, luego la raíz es única        

           (Teorema de Rolle) 

 

88) Sea 
3

4 1
)(

x

ax
xf


 ,  0 RD . Derivando: 

4

4

6

26 33
)('

x

ax

x

xax
xf





  

a) Como en 1x tiene un mínimo relativo 


 0
1

3
0)1('

a
f 3a  

    Sustituyendo 3a , 



3

4 13
)(

x

x
xf 110

33
)(' 4

4

4




 xx
x

x
xf  

    Derivando de nuevo:  012)1(''
12

)(''
5

f
x

xf 1x  máximo relativo 

b) Si 1a
3

4 1
)(

x

x
xf


 . Es claro que 0x  es asíntota vertical. Veamos si tiene oblicuas: 

    1
1

lim
)(

lim
4

4





 x

x

x

xf
m

xx
 ;   




























0

1
lim

1
lim)(lim

33

4

x
x

x

x
mxxfn

xxx
xy   
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    es asíntota oblicua. 

 

c) Representación gráfica: Teniendo en cuenta lo anterior: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

89) a) 



  4

2

4

2

4

2
lim

)1( ee xx 2

1
    ;     

)1(4

2
lim

  xx e













2

4

2

4

2

e
0  

       

      b) dx
x

x
2

1

0
31       primero calculamos  primitiva:   

dx
x

x
231

  

           Cambio 
x

dt
dxdxxdtxt

6
631 2   

           Sustituyendo: 
  Ct

t

dt

x

dt

t
xdx

x

x
ln

6

1

6

1

6

1

31 2
deshaciendo el cambio Cx  )31ln(

6

1 2
 

           Así: dx
x

x
2

1

0
31     










6

4ln
1ln4ln

6

1
31ln

6

1
1

0

2x
3

2ln
 

        

        c) Sea 149)( 2  xxxf  Hallamos su dominio: 0)7)(2(01492  xxxx , luego:  

                                                       ,72,D  

            149)( 2  xxxf es derivable en     ,72,  

 

90) Sea 





















0

1cos
0

0

)(

/1

xsi
xsen

x
xsik

xsie

xf

x

  Estudiemos continuidad en 0x  
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 0lim)(lim /1

00


 

x

xx
exf   ;   




 
HL

xsen

x
xf

xx
'

0

01cos
lim)(lim

00
0)(lim0

cos
lim

00





xf

x

xsen

xx
 

 kf )0( .  

 Para que sea continua 


kfxf
x

)0()(lim
0

0k  

 

91) a) Sea xsenxf )(  

    








2

0

)()( dxxsendxxsenA  

     




 0

0

cos22 xdxxsen  

       220coscos2 4  

 b) 




0

2

0

2 2)(2 dxxsendxxsenV  

      









 


00

2cos1
2

2cos1
2 dxxdx

x













02

)2( xsen
x

2  

 

92) Sea cbxaxxxf  23)( , derivando: axxfbaxxxf 26)(''23)(' 2   

 0230)1('  baf  

 212)1(  cbaf  

 02180)3(''  af  

      Resolviendo el sistema 9a  , 15b  , 5c  

 

93) a) Sea dxxeI x cos2

 .  Calculamos primitiva por partes: 












xsenvdxxdv

dxedueu xx

cos

2 22

 

          2
222 2 IexsendxxseneexsenI xxx    

         Calculamos por separado   dxxseneI x2
2 2 por partes: 













xvdxxsendv

dxedueu xx

cos

42 22

 

          dxxexedxxexeI xxxx cos4cos2cos4cos2 2222
2   . Sustituyendo en la expresión de I  
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           2
2 IexsenI x Ixeexsendxxexeexsen xxxxx 4cos2cos4cos2 22222    

          Es decir,  xxxxx exxsenxeexsenIIxeexsenI 22222 )cos2(cos254cos2  

            
5

1
 I Cexxsen x  2)cos2(  

 

       Calculamos ahora la integral definida: 

      

























 




02

0

22

0

)0cos20(
5

1
)cos2(

5

1
)cos2(

5

1
cos esenesenexxsendxxe xx  

       

5

2

5

2 2e )1(
5

2 2  e  

 

   b) Sea  
dx

x

xsen

2cos1

2
2

. Realizamos el cambio de variable 
xsen

dt
dxdtdxxsentx

22
222cos   

       Sustituyendo: 









  Ctarctg

t

dt

xsen

dt

t

xsen
dx

x

xsen

2

1

12

1

221

2

2cos1

2
222

 

       deshaciendo el cambio Cxarctg  )2(cos
2

1
 

        Así: 































 )0(cos
2

1
)(cos

2

1
)2(cos

2

1

2cos1

2
2/

0
2

2/

0

arctgarctgxarctgdx
x

xsen
 

       












 







 




















8842

1

42

1
)1(

2

1
)1(

2

1
arctgarctg

4


 

 

94) a) Sea 
3

)1ln(3
)(

2 




x

xx
xf .  

            ,1))1(ln(xD ; ),3()3,()3( 2 xD . Dominio total: ),3( D  

       


























 1

03

3

1

1
3

lim

32

2
1

1
3

lim'
3

)1ln(3
lim

22

2

x

x
x

x

x
xHL

x

xx

xxx
3  

      

      b) Sea 
xxxg )(ln)(  , tomando logaritmos:      xxxxg x lnln)(lnln)(ln   

          Derivando:       









x
xxgxg

x
x

x

x
xx

xg

xg

ln

1
lnln)()('

ln

1
lnln

ln

/1
lnln

)(

)('
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              
















 11ln

ln

1
lnln)(ln)('

ln

1
lnln)(ln

e
eeeg

x
xx ex 1  

       

      c) Sea )()( xsenxh   

          Puntos de corte con OX.- 
0

0
0)(











x

x

x

x
xsen , luego )0,(,)0,0(   

          Extremos Relativos.-  0)cos(0)cos()(' xxxh
2/32/

2/

2/3

2/










x

x

x

x
 

          Derivando de nuevo : 
01)2/()2/3(

01)2/()2/(
)()(''






sensen

sensen
xsenxh  

          Luego: máximo es
2


x   y  mínimo es

2

3
x  

 

95) Sea la función 









3104

33
)(

2 xsixx

xsiAx
xf  

     a) Estudiemos continuidad en 3x  

 AAxxf
xx


 

9)3(lim)(lim
33

  ;   17)104(lim)(lim 2

33


 
xxxf

xx
 

 Imponiendo continuidad 


)(lim
3

xf
x




179)(lim
3

Axf
x

8A  

    Derivabilidad .- Derivando la función: 









3210

33
)('

xsix

xsi
xf  

         Evaluando derivadas laterales:     4210)3(' 3  


xxf  ; 3)3(' f , con lo que no es derivable 

     b) 









3210

33
)('

xsix

xsi
xf . Si 502100)('  xxxf , como 2125504)5( f  

          el punto pedido es )21,5(P  

      

      c) Sustituimos primero el valor de A  en la función 









3104

383
)(

2 xsixx

xsix
xf  

          Comparamos el valor de )5(f  con el valor de la función en los extremos del intervalo  8,4  

 )5(2016404)4( ff   

 )5(1264804)8( ff   

           Luego absoluto máximo )21,5(  . Además )4()8( ff  , luego absoluto mínimo )12,8(  

 

96) Sea  la función xsenxxf 2)(  , se pide: 
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      a) Si

),2/(

),2/(0
0

),2/(0

00)( 2










x

x
xsen

x

xsenxxf  

         Como la función es continua en ),2/(  y 0
4

)2/(
2




f  y 0)( f  por Bolzano no podemos asegurar   

         que tiene solución en el intervalo ),2/(   

        

     b) Calculamos primero la primitiva  dxxsenx2
 por partes: 













xvdxxsendv

dxxduxu

cos

22

 

            dxxxxxdxxxxxdxxsenx cos2coscos2cos 222
procediendo por partes de nuevo 

         en  dxxx cos2 












xsenvdxxdv

dxduxu

cos

22
  dxxsenxsenxxxdxxsenx 22cos22

 

          Cxxsenxxx  cos22cos2
 

        Así: 


dxxsenx2

0

    


2cos22coscos22cos 2

0

2 senxxsenxxx 42   

 

 

 

     c) La ecuación de la recta tangente a una curva )(xfy  en el punto ))(,(  f  es de la forma: 

                                            ))((')(  xffy  

        Como 
222 )('cos2)(')(  fxxxsenxxfxsenxxf  y 0)( f , la recta tangente será: 

        )(2  xy . La recta normal es perpendicular a la recta tangente, luego su pendiente será 
)('

1




f
,  

         es decir, 
2

1


. Con lo que la ecuación de la recta normal en el punto ))(,(  f  será )(

1
2




 xy  

 

97) Sea la función:  
2

3

)3(
)(




x

x
xf  
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      a) Asíntotas  

 Verticales.- Es claro que 3x  es asíntota vertical, pues 
3

lim
x


 2

3

)3(x

x
 

 Horizontales.- No tiene, puesto que 
x

lim 
 2

3

)3(x

x
. 

 Oblicuas.- 



x

m lim 
x

xf )(

x
lim 1

)3( 2

3










xx

x
, 




x
n lim   ))( mxxf  

   



x
lim 6

)3(

96
lim

)3(

)3(
lim

)3( 2

2

2

23

2

3





































  x

x

x

xxx
x

x

x

xx
. Así asíntota oblicua 6 xy  

 

     b) La ecuación de la recta tangente a una curva )(xfy  en el punto ))2(,2( f  es de la forma: 

                                            )2)(2(')2(  xffy  

         Como 28)2('
)3(

9
)('

)3(
)(

3

23

2

3








 f

x

xx
xf

x

x
xf . Como 8)2( f , la recta tangente será: 

                                                       )2(288  xy  

 

98) a) Descomponiendo:  
























dx

x
dx

x

x
dx

x
dx

x

x
dx

x

x

1
9

9

3

9

2

2

1

9

3

99

3
22222

  

            





















 dx

x
xdx

x
x

2

2

2

2

3
1

3/1
)9ln(

2

1

1
3

9/3
)9ln(

2

1
C

x
arctgx 










3
)9ln(

2

1 2
 

  

     b) Calculamos 


 dx
x

xx
3

423
separando  

 dxxdx
x

dxxdx
x

x
dx

x

x
dx

x

1
3

3 3

3

4

3

2

3
 

         C
x

x
x

C
x

x
x







2
)ln(

2

3

2
)ln(

2

3 2

2

22

 

        Así: 


 dx
x

xx
3

42
2

1

3





























2

1
1ln

8

3
22ln

8

3

2
)ln(

2

3
2

1

2

2

x
x

x
2ln

8

21
  

 

99) Sea  la función xxf 2cos2)(   

      a) Extremos Absolutos.- 
2/

0
0220)('22cos4)('






x

x
xsenxfxsenxsenxxf  

          
02)2/(''

02)0(''
2cos4)(''






f

f
xxf , luego 2/x , mínimos relativos y 0x  máximo relativo 
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          Como 2)0( f  y 0
2








 
f   absoluto máximo )2,0(  y absolutos mínimos 0,

2







 
  

      b) Puntos de Inflexión.- 
2/

2/
02cos02cos4)(''






x

x
xxxf  

          






 
 08

4
'''28)(''' fxsenxf , luego inflexión de puntos 0,

4







 
  

 

     c) Calculamos primero la primitiva  dxx2cos2 . Para ello tendremos en cuenta: 

            












xxsenx

xsenx

2coscos

1cos
22

22

Sumando ambas expresiones: xx 2cos1cos2 2   

           

         Así: C
xsen

xdxxdxdxxdxx   2

2
2cos)2cos1(cos2 2

 

 

       Por tanto: 


x2

2/

0

cos2 















 
















2

0
0

222

2
2/

0

sensenxsen
x

2


 

 

100) Sea la función 
22

27

4

4
)(







xx
xf  

       a) Asíntotas.- Verticales.- Es claro que 3x  es asíntota vertical, pues 
4

lim
x





 22

27

4

4

xx
 

                También 1x  es asíntota vertical, pues 
1

lim
x





 22

27

4

4

xx
 

 Horizontales.- 0
22

27

4

4
lim 




 xxx
, luego 0y  

 Oblicuas.- No tiene 

       

      b) Calculamos la primera derivada 













22

22

22 )22()4(

)4(54)22(4

)22(

54

)4(

4
)('

xx

xx

xx
xf  

          0884070440200350
)1()4(2

44020035 22

22

2





 xxxx

xx

xx
, ecuación sin solución real. 

           La función es decreciente en su dominio 

          En )1,(  decrece, en )4,1(  decrece, en ),4(  decrece 
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          Calculamos la segunda derivada  

11

2

23 )1()4(

1720132030035

)22(

256

)4(

8
)(''












xx

xxx

xx
xf

x

 

          Igualando a cero: 2x ,  

         Luego el punto de inflexión será 








2

5
,2  

 

101) Sea la función 
1

)(
2 


x

x
xf . Su dominio es R 

         a) La ecuación de la recta tangente a una curva )(xfy  en el punto 0x  es de la forma: 

                                            xffy  )0(')0(  

             Como 1)0('
1

1
)('

1
)(

2

2

2








 f

x

x
xf

x

x
xf . Como 0)0( f , la recta tangente será: xy  0  

                Es decir:    xy   

      

         b) Calculamos primero  


 dx
x

x
dxxfx

1
)(

2

2

dividiendo Cxarctgxdx
x











 )(

1

1
1

2
 

               Así:   


 4
10)1(1)()(

1
0

1

0

arctgxarctgxxfx
4

4 
 

 

    102) Sea la función 
xexf /1)(  .Su dominio es  0R . 

           a) 


)(lim xf
x

1lim 0/1/1  


eee x

x
 ; 1lim 0/1/1  


eee x

x
, luego 1lim /1 



x

x
e  

           0lim 0/1/1

0
 






eee x

x
 ;  






eee x

x

0/1/1

0
lim , luego 

x

x
e /1

0
lim existe no


 

     

          b)  Asíntotas.- Por lo visto en el apartado anterior 1y  es asíntota horizontal 

              Es claro que 0x  es asíntota vertical por la derecha  pues 


x

x
e /1

0
lim  

              No tiene oblicuas 

              Derivando: 0
1

)('
2

/1 









x
exf x

  

              para cualquier punto del dominio.  

              Luego la función será siempre decreciente 
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103) a) )2(' f es la pendiente de la recta tangente a )(xf  en 2x , en dicho punto. Como esta recta tangente  

       e 1616  xy  (de pendiente 16) , 16)2(' f  . Además la recta tangente pasa por 2x , luego      

      1616)2(16)2(f 16)2( f . 

           Por último , si en 2x  la función tiene un punto de inflexión, 0)2('' f  

      

          b)  Sea 
34)( xxxf  . Dicha función corta al eje OX en  

            los puntos (-4,0) y (0,0) 

           Además en el intervalo (-4,0) es siempre negativa 

   


























4
5

0

4

4
50

4

34 4
5

4

5
)4( x

x
dxxxA

5

256
 

 

 

 

104) a) 








 2

)3(9
lim

0

0

2

)3(cos32
lim'

0

0)3(21
lim

0020

xsene

x

xe
HL

x

xsenex x

x

x

x

x

x 2

1
  

            b) 






















333

2

3

3

333

2

3

3

23

23

2

2

122

122305

lim
122

122305
lim

)12)(1(

)6)(25(
lim

xx

x

x

x

x

x

xx

x

x

x

x

x

xxx

xxx

xx

xx

xxx
 

             








32

32

121
2

12230
5

lim

xxx

xxx

x 2

5
 

   

  105) Sea la función 









 0

0)1ln(
)(

2 xsiex

xsixa
xf

x
.  

       a)    
































 xxxx

x

xx e

x
HL

e

x
exxf

2
lim'lim0)(lim)(lim

2
2 0  

            


)1ln(lim)(lim xaxf
xx

  

       b)    axaxf
xx


 

)1ln(lim)(lim
00

;   0lim)(lim 2

00
 

 

x

xx
exxf  

             Igualando límites laterales, 0a  
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       c) 





















 0)2(

0
1

1

)('
2 xsiexx

xsi
x

xf
x

    Evaluando en el 0x derivadas laterales, 

           1
1

1
)0('

0

















xx
f ,   0)2()0(' 0

2  



x

xexxf . Como son distintas, la función no es derivable en el    

           punto 0x  

___________________________________________________________________________________________ 

106) Sea la función 
41

1
)(







x

x

x
xf .  

a) Operando: 
)4)(1(

42

)4)(1(

)1(4

41

1
)(

2

















xx

xx

xx

xxx

x

x

x
xf  

    Dominio:  4,1 R  

    Asíntotas: 

 Verticales.- 





 )4)(1(

42
lim)(lim

2

11 xx

xx
xf

xx
1x  

                     





 )4)(1(

42
lim)(lim

2

14 xx

xx
xf

xx
4x  

 Horizontales.- 






1

)4)(1(

42
lim)(lim

2

xx

xx
xf

xx
1y  

 Oblicuas.- No tiene, pues tiene horizontales 

 

 b) Derivando: 
22

2

)4()1(

123
)('






xx

x
xf  

     Igualando a cero: 2401230
)4()1(

123
)(' 22

22

2





 xxx

xx

x
xf  

)4,(   )2,4(   )1,2(   )2,1(  ),2(   

                               

 

     Luego )2,2(   máximo y 








3

2
,2  mínimo 

 

c)   













































 dx

x

x
xdx

x

x
dx

x
dx

x

x

x
dxxf

4
)1ln(

41

1

41

1
)(   
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      








 dx
x

x

4
dividiendo )4ln(4

4

4
1 










  xxdx

x
 

    Con lo que Cxxxdxxf  )4ln(4)1ln()(  

  Así      )4ln(4)1ln()5ln(41)2ln()4ln(4)1ln()(
1

0

1

0

xxxxf  

        )2ln(8)5ln(41)2ln()4ln(4)5ln(41)2ln( 1)5ln(4)2ln(9   

__________________________________________________________________________________________ 

 

107) Sea la función: 





















03

0

0
2

1

2

5

)(

xsixe

xsia

xsi
x

xsen

xf
x

 

      a) Si ha de ser continua en el cero: )0()(lim)(lim
00

fxfxf
xx


 

 

      3
2

1cos5
lim'

0

0

2

5
lim

2

1

2

5
lim)(lim

0000








 








 













x
HL

x

xxsen

x

xsen
xf

xxxx
             

        
 

33lim)(lim
00

x

xx
xexf 3a  

 

b) Derivando: 




















0)3(

0
4

10cos10

)(

2

xsixe

xsi
x

xsenxx

xf
x

  , calculando derivadas laterales en 0x  

             






 








 






x

xxsenxx
HL

x

xsenxx
f

xx 8

cos1010cos10
lim'

0

0

4

10cos10
lim)0('

020
 

                     0
8

10
lim

0








 




xsen

x
 

              3)3(()0(' 0  


x
x xef . Como son distintas, la función no es derivable en 0x  

 

   c)  

5ln

1

5ln

1

))3(()( dxxedxxf x
 

    Calculamos primitiva xdxxedxdxxedxxxedxxe xxxx 33)3())3((    
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     Integrando por partes Cexedxexe
evdxedv

dxduxu
dxxe xxxx

xx

x 











   

   Así:  

 Cxexedxxe xxx 3))3((    35ln355ln53))3((
5ln

1

5ln

1

xexedxxe xxx 85ln8   

__________________________________________________________________________________________ 

      108) Sea 
1

)1ln(

4
)(

2 







x

x

x

x
xf  

       a) Dominio de  
42 x

x
,  2R  ; Dominio de 

1

)1ln(





x

x
, ),1(   

             Luego dominio de  f    ),2()2,1( D  

         Asíntotas. 

 Verticales: 
















 
)(

1

)1ln(

4
lim)(lim

2
22 x

x

x

x
xf

xx
, 


















 
)(

1

)1ln(

4
lim)(lim

2
22 x

x

x

x
xf

xx
luego 2x  

     
















 
)(

3

1

1

)1ln(

4
lim)(lim

2
11 x

x

x

x
xf

xx
, luego 1x  

 Horizontales: 








 
























0

1

)1/(1
lim'

1

)1ln(

4
lim)(lim

2

x
HL

x

x

x

x
xf

xxx
,  

   luego 0y  

 

      b) Derivando: 
4

3
1

16

4
)0('

)1(

)1ln(1

)4(

4
)('

222

2










 f

x

x

x

x
xf  ; 0)0( f  

           Recta tangente:  )0()0(')0( xffy xy
4

3
  

 

     c) dx
x

x
dx

x

x
dx

x

x

x

x
dxxf  









































1

)1ln(

41

)1ln(

4
)(

22
(*) 

 

 Cxdx
x

x
dx

x

x





















  4ln
2

1

4

2

2

1

4

2

22
 

 












 dx
x

x

1

)1ln(
(cambio 

1
)1ln(




x

dx
dtxt )   CxC

t
dtt  

2
2

1ln
2

1

2
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     Sustituyendo en (*) :   Cxx 
22 1ln

2

1
4ln

2

1
 

__________________________________________________________________________________________ 

109) Sea la función: 



















01

0

)(

xsixe

xsi
x

xsen

xf
x

 

        a) Continuidad de f . En  0R  es continua por ser operaciones con funciones continuas 

            En 0x . Estudiamos límites laterales: 

 1
1

cos
lim'

0

0
lim)(lim

000




















 

x
HL

x

xsen
xf

xxx
  ;    

 1)1(lim)(lim
00


 

x

xx
xexf  

Luego la función en continua en R 

     

 b) Derivabilidad .- Derivando la función: 




















0)1(

0
cos

)('

2

xsiex

xsi
x

xsenxx

xf
x

 

    En principio es derivable en  0R  

        En 0x . Estudiamos derivadas laterales: 

0
2

lim
2

lim
2

coscos
lim'

0

0cos
lim)0('

00020








 








 








 








 




 xsen

x

xsenx

x

xxsenxx
HL

x

xsenxx
f

xxxx

  1)1()0(' 0  


x
xexf  

Con lo que no es derivable en 0x  

 

        c)   dxdxxedxxedxxf xx

3

1

3

1

3

1

3

1

)1()(         (*) 

          Integrando por partes Cexedxexe
evdxedv

dxduxu
dxxe xxxx

xx

x 











   

         Luego sustituyendo en (*) :    )1()32( 333

1 eeeexexe xx 322 e  

__________________________________________________________________________________________ 

110) a) Sea 01262)('4321)( 232  xxxfxxxxf , luego la función siempre es creciente en R 

       b)   


32 4321lim)(lim xxxxf
xx

,   


32

0
4321lim)(lim xxxxf

xx
 

        Como 
32 4321)( xxxxf   es continua en R (es un polinomio), por Bolzano existe un punto en el que  
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        se anula (tiene una solución real 04321 32  xxx ). Además es única ya que la derivada no se anula  

        nunca. (ver apartado a)) 

        El intervalo [-1,0] es el pedido, pues: 02)1( f  y 01)0( f  

__________________________________________________________________________________________ 

 

111)  a) Calculamos la primitiva  dxex x


 )1(  por partes:  

              











 





 Ceexdxeex
evdxedv

dxduxu
dxex xxxx

xx

x )1()1(
1

)1(  

             CxeCeexe xxxx  
 

              Así:    


144

1

4

1

4)1( eexedxex xx

ee

14
4
  

         

         b) 















 xxxx

x

x e
HL

e

x
ex

1
lim'

1
lim)1(lim  0  

              


)()()1(lim x

x
ex   

__________________________________________________________________________________________ 

 

   112) Sea la función 









0

0)ln(
)(

2 xsiex

xsixxa
xf

x
 : 

        a) Continuidad de f . En  0R  es continua por ser operaciones con funciones continuas 

            En 0x . Estudiamos límites laterales: 

   0lim)(lim 2

00


 

x

xx
exxf   ;    

 

























  20000 /1

/1
lim'

/1

)ln(
lim)(0))ln((lim)(lim

x

x
aHLa

x

x
aaxxaxf

xxxx
 

  0lim
0




axa
x

 

Igualando  00a 0a  

 

           b) Haciendo 0a . 









0)2(

0)ln(1
)('

xsixex

xsix
xf

x
 Veamos que ocurre en 0x  

                0)2(lim)0(' 0
0

 




x

x

x
xexf ;    





0
0

)ln(1lim)0(' x
x

xf . Luego no derivable en 0x  

c) Calculamos dxex x


2  por partes.  
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 











  dxxeex

evdxedv

xdxduxu
dxex xx

xx

x 2
2 2

2
2

procediendo de nuevo por partes 




























  dxexeexdxxexeex

evdxedv

dxduxu
ex xxxxxx

xx

x 2222
22 222

 

Cexeex xxx  222
 

              Luego    




0

1
2

0

1

22)(   xxx exeexdxxf
e

5
2   

__________________________________________________________________________________________ 

 


